Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogXt "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct and hclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers rcach ncw audicnccs. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Uiheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in Partnerschaft lieber Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche Tür Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials fürdieseZwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch für Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .coiril durchsuchen. 



SCIENCE CENTER LIBRARY 



^^W^5o^^4L 



^arbarl) CoiUge i-ibtacg 



BOUGHT WITH THE INCOME 



JOHN FARRAR 

Ilulli« Pnilcsior af MathemaCIci. Aatmnnn 
Natursl Philosophy 



ELIZA FARRAR 




über die Zusammensetzung 



der 



endlichen continoierliclien Transformationsgruppen, 



insbeBondre 



der Gruppen vom Range NnlL 



Inaugural-Dissertation 

zur ~ " 

Erwerbung der Doktorwürde 

der 

philosophischen Fal<uität der Universität Leipzig 

vorgelegt von 

Karl Arthur Umlanf. 



• m»t 



Leipzig 

Druck von Breitkopf & Härtel 

1891. 




atl 450^,1 




c?Ä^4^t^ Ä^^,**^ 



-Llie vorliegende Arbeit giebt einen Beitrag zu der Theorie der 
continuierlichen Transfannationsffruppen, die von Sophus Lie begrün- 
det und in seinem 1888 erschienenen Werke ^) niedergelegt worden ist. 

Ein spezielleres Problem aus dieser Theorie, die Ztuammensetzung 
der endlichen continuierlichen Transformationsgruppen^ hat in jüngster 
Zeit Prof. Killing^) in Braunsberg von einem wesentlich neuen 
Gesichtspunkte aus in Angriff genommen , indem er den Begriff des 
Tt Ranges fi einer Gruppe einfuhrt und die Gruppen nach ihrem Bange 
klassifiziert. 

An den ersten Teil der Killingschen Untersuchungen schliesst 
sich die vorliegende Arbeit an, um dann insbesondre die Zusammen- 
setzung der Gruppen vom 9 Range Nulh zu behandeln. Nachdem ein- 
leitungsweise einige Sätze über die adjungierte Gruppe nach Lie, 
Theorie der Transformationsgruppen I, Kap. 16 wiederholt sind, werden 
in einem ersten Abschnitte die wichtigsten Ergebnisse der Killing- 
schen Untersuchungen, soweit sie für die späteren Betrachtungen, 
grundlegend sind, wieder abgeleitet, wodurch ich zum leichteren Ver- 
ständnis der Killing'schen Abhandlungen beizutragen hoffe. Dabei 
sind die Vorträge massgebend gewesen, die Herr Prof. Engel im Kgl. 
mathematischen Seminar über die Killing-schen Untersuchungen ge- 
halten hat. 

In einem zweiten Abschnitte gehe ich auf die Zusammensetzung 
dei Gruppen vom Bange Null näher ein; nach Ableitung allgemeiner 



1) Sophus Lie, Theorie der Tiansformationsgruppen. Erster AbBchnitti unter 
Mitwirkung von Dr. F. Engel bearbeitet. Leipsig, Teubner 1888. Zweiter Ab- 
schnitt, 1890. 

2) Die Zusammensetzung der stetigen, endlichen Transformationsgruppen. Von 
Wilhelm Killing in Braunsberg, Ostpr. Erster Teil. Math. Annalen, Bd. 31, 
189S, S. 252 ff. Zweiter Teil. Math. Annal. Bd. 33, 1889, S. 1 ff. Dritter Teil. 
Math. Annal. B4. 35, 1889, S. 57 ff. 



— 4 — 

Sätze wird die Bestimmung aller Typen von Zusammensetzungen der 
zwei- bis sechsgliedrigen Gruppen vom Range Null gegeben, schliess- 
lich wird die Bestimmung der Zusammensetzungen der Gruppen vom 
Range Null für einen besonderen Fall noch bis zu den Gruppen mit 
9 Parametern durchgeführt. 

Es sei auch an dieser Stelle ausgesprochen, dass ich mich den 
Herren Prof. Sophus Lie und F. Engel zu grösstem Danke ver- 
pflichtet fühle für die mannigfache Anregung, die sie mir jederzeit 
bei meinen Studien gewährt haben. Die Einfuhrung in die Theorie 
der Transformationsgruppen verdanke ich den Vorlesungen und Semi- 
naren; sowie vielfacher persönlicher Anregung des Herrn Prof. Lie; 
Prof. Engel vermittelte mir die Kenntnis der Killing'schen Unter- 
suchungen, veranlasste mich zu der gegenwärtigen Arbeit und ermög- 
lichte mir die Durchführung derselben durch mannigfache Unter- 
stützung, für die ich ihm besonderen Dank schulde. Die von Herrn 
Prof. Engel herrührenden Sätze und Gesichtspunkte sind im Texte 
als solche gekennzeichnet worden. 

Das im Folgenden oft citierte, oben erwähnte Werk von Lie ist 
zur Abkürzung vielfach nur durch »Lie, Trfgr. Itr bezeichnet worden, 
die Killing'schen Abhandlungen meist durch ))Killing, Z. v. Gr. I (H)«. 

Alle sonstigen ohne Beweis angewendeten allgemeinen Sätze aus 
der Theorie der Transformationsgruppen gründen sich auf das Lie- 
sche Werk. 



L Abschnitt. 

über die oharakteristisclie Oleichung einer Gruppe. 

Die adjungierte Gruppe. Begriff der ersten deriyierten Gruppe 

(Hauptuntergruppe). ■ 

Es seien X^f, • • • X^f r unabhängige infinitesimale Transfor- 
mationen einei r-gliedrigen Gruppe; dann bestehen Relationen dei 
Torm: 

r 
t 

und es bezeichnet der Ausdruck 

wo e^ . . . e^ willkürliche Constanten , die allgemeine infinitesimale 
Transformation der Gruppe. Führt man auf diese allgemeine infini- 
tesimale Transformation irgend eine infinitesimale Transformation X^f 

der Gruppe aus, so geht ^i e^ X|/ über in 

1 1 V 

oder 

1 11 

wofür wir mit Yertauschung der Indicea i und s in der letzten Summe 
auch schreiben können 
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Diese neue infinitesimale Transformation ist der ursprünglichen be- 
nachbart und gehört ebenfalls der Gruppe an^], hat also die Form 

2* < ^if > 



wo 

e 



i = ^1 + St ^z Collies , t = l . . . r 



Bei Ausfuhrung aller Transformationen der r-gliedrigen Gruppe auf 

r 

die allgemeine infinitesimale Transformation ^i Cj X^f werden sonach 

1 

die Coefficienten e^ . . . e^ durch eine Schar von linearen homogenen 
Transformationen in neue Constanteü e/...e/, e/'...c/', ^/"...^,.'", ... 
übergeführt; bezeichnen wir die infinitesimalen Transformationen dieser 
Schar symbolisch durch 

SO zeigt eine einfache Rechnimg ^] , dass die Ef^f paarweise in den 
Beziehungen stehen 

1 

die E]^f erzeugen also eine lineare homogene Gruppe , die adjun- 
gierte Gruppe^) der r-gliedrigen Gruppe X^/...X^/; es gilt dann 
der wichtige Satz: 

Satz !• Die adjunffierte Gruppe der r-gliedrigen Gruppe X^f.., X^f 
ist isomorph mit der Gruppe X^f.., X^./, rf. h, bestehen ztoischen den 
X^f . ,, X^f Relationen von der Form 

r 
1 

und sind 

Ekf=2^skies ^ . A= l . . . r 

r infinitesimale Transformationen der adjungierteti Gruppe ^ so bestehen 
zwischen E^f > ., E^f Relationen von der Form 



1) Vgl. Li 6, Transformationsgruppen I, S. 81. 

2) Lie, a. a. O. 8.274. 

3) Lie, a. a. 0. S. 272. 
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Sind die E^ . . . E^f nicht alle unabhängig von einander » dann 
besteht wenigstens eine Relation 

1 1 9^ °^l 

Diese Identität fordert, dass 

l«..r 

dann bestehen aber auch die Identitäten 

r r .. _ 

(X, , ^*AfcXÄ/)=2'*^A^r,^,X^=0 , .= l...r, 
1 i 

r 

d. h. die infinitesimale Transformation y* Xj^ Xj^f ist mit allen Trans- 

1 

formationen der Gruppe X^f...X^f vertauschbar , ist eine ausge- 
zeichnete^) infinitesimale Transformation der Gruppe. Offenbar ent- 
spricht jeder ausgezeichneten infinitesimalen Transformation der Gruppe 
X^f . , . X^f eine lineare Relation zwischen E^f,,,E^f\ enthält 
demnach die Gruppe X^/ ... X^y* gerade m unabhängige ausgezeich- 
nete infinitesimale Transformationen, so sind unter den E^f,..Eyf getViiiQ 
r — m unabhängige infinitesimale Transformationen, die adjungierte 
Gruppe ist also (r — /n)-gliedrig2). 

Deuten wir e^. , ,e^ als homogene Punktcoordinaten eines (r — 1)- 
fach ausgedehnten Raumes Är-i» dann werden die oo**""* infinitesi- 
malen Transformationen der r-gliedrigen Gruppe X^f . . . X^f dar- 
gestellt durch die oo''"* Punkte des Raumes -ßr— i> dieselben werden 
durch die adjungierte Gruppe unter einander vertauscht. Jede in- 
variante (r — m)gliedrige Untergruppe der r-gliedrigen Gruppe ist 
dann begrifflich zu deuten als eine (r — m — 1) fach ausgedehnte, 
ebene Mannigfaltigkeit 3f^.^.| des Raumes Rr-iy welche bei allen 
Transformationen der adjungierten Gruppe invariant bleibt. Diese 
Bemerkungen werden uns späterhin von Nutzen sein. 

Es genügt für die weiteren Untersuchungen, hiermit der wichtig- 
sten Sätze über die adjungierte Gruppe Erwähnung gethan zu haben; 
wir wenden uns jetzt dem Begriffe der »ersten derivierten Gruppen zu. 

Sind r unabhängige infinitesimale Transformationen X^f . . . X^f 
gegeben, die eine r-gliedrige Gruppe erzeugen, dann bestimmen die 
Ausdrücke 

r 

(X< Xjk) =^ c^^^ X,/ 



1) Lie, Trfgr. I, S. 276. 

2) Lie, Trfgr. I, 8.277, Theorem 49. 
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ebenfalls eine Anzahl von infinitesimalen Transformationeni und da 

^1 1 ' 



i 

ist, so erzeugen die infinitesimalen Transformationen (X^ Xf.) ebenfalls 
eine Gruppe. 

Führen wir auf irgend eine infinitesimale Transformation (X^ Xf^) 
dieser Gruppe eine beliebige infinitesimale Transformation X^f der 
r-gliedrigen Gruppe aus, so ergiebt sich 

r r 

1 1 

Die von den (X,- X;^-) erzeugte Gruppe bleibt sonach bei allen infini- 
tesimalen Transformationen und also auch bei allen endlichen Trans- 
formationen der r-gliedrigen Gruppe invariant. Offenbar können unter 

den ■ — - Transformationen (X,Xjt) höchstens r von einander un- 

abhängige enthalten sein; enthält die Gruppe der (X^X^) gerade r 
unabhängige infinitesimale Transformationen, so ist sie mit der r- 
gliedrigen Gruppe X^f . , .X^f identisch; enthält sie weniger als r 
unabhängige infinitesimale Transformationen, so bildet sie eine invari- 
ante Untergruppe der r-gliedrigen Gruppe XJ^.,.Xy,f. Lie*) giebt 
dieser von den infinitesimalen Transformationen (X^X/^.) erzeugten 
Gruppe den Namen *) erste derivierte Gruppen zum Unterschiede von 
äen durch Wiederholung der Klammeroperation aus der Gruppe der 
(X^Xjt) hervorgehenden 2., 3., ... derivierten Gruppen. Killing^) 
wälüt statt dessen die Bezeichnung Hauptuntergruppe y da diese Gruppe 
verschiedene hervorragende Eigenschaften besitzt. Da eine gemein- 
same Bezeichnung der durch ^-malige Wiederholung der Klammer- 
operation aus der Gruppe XJ^. . . X^f hervorgehenden Gruppen nötig 
ist, so dürfte die Lie'sche Bezeichnungsweise vorzuziehen sein. 

Ein Beispiel dafür, dass eine Gruppe mit ihrer 1. derivierten 
Gruppe identisch ist, bietet die allgemeine projektive Gruppe der 
einfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit 

denn sie besitzt die Zusammensetzung 

1) Vgl. Lie, Leipz. Berichte 1888, S. 19. 

2) Killing, Z. v. Gr. I. Math. Annal. Bd. XXXI, 1^88, S. 254. 
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(X. X,) = X. (X, X,) = 2 X, (X, X,) = X, . 

Insbesondere ist die 1 . derivierte Gruppe einer 2-gliedrigen Gruppe, 
deren Transformationen nicht vertauschbar sind, stets eingliedrig, 
denn wenn 

(X. X,) = a X, + /? X, , 

WO a und ß nicht beide Null sind, so können wir die infinitesimalen 
Transformationen der Gruppe stets so wählen, dass 

(X. X,) = X, 
wird. 

§2. 

Die charakteristische Gleichung. Einteilung der Gruppen nach 

ihrem Range ^}. 

Nach den einleitenden Bemerkungen des vorangehenden Para- 
graphen gelangen wir nunmehr zu dem Probleme, von welchem die 
Untersuchungen Killing's über die Zusammensetzung von Gruppen 
ihren Ausgang nehmen. 

Wir stellen uns die Aufgabe, alle diejenigen 2-gliedrigen Unter- 
gruppen der r-gliedrigen Gruppe X^f.., X^fzu bestimmen, in denen 

r 

eine gegebene infinitesimale Transformation y * e^ X^f enthalten ist. 

1 

Beschränken wir uns zunächst auf solche 2-gliedrige Untergruppen, 

r 

in denen V^» ^i^if nicht die erste derivierte Gruppe ist, so kommt 

1 
unsre Aufgabe auf die folgende hinaus : alle infinitesimalen Trans- 

r 

formationen y * l^ Xj^f zu bestimmen , für welche die Gleichung 
besteht 

(> ) (2'' ^i ^if ' 2' h ^kf) = w^» ^jfc Xfe/ . 

Diese Gleichung giebt für cu = auch alle 2-gliedrigen Unter- 
gruppen, deren Transformationen vertauschbar sind. 

Stehen die r unabhängigen infinitesimalen Transformationen 
X,/. . . X^/ der r-gliedrigen Gruppe in de» Beziehungen 

r.. 

(X^ Xfc) =Va C|^, X,/ , 
1 

SO folgt aus (1) die Gleichung 

1) Killing, Z. V. Gr. I. Math. Ann. Bd. XXXI, 1888, §§ 3 u. 4. 
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i — « 1 

die in die folgenden r Gleichungen zerfällt 



(2) 




»V* ö^A^c^jk, = ci>A, , 5 = 1 . . . r . 



Diese r in X^ . . .X^ linearen und homogenen Gleichungen können 
nur dann fiir Werte von X bestehen, die nicht sämtlich Null sind, 
wenn ihre Determinante verschwindet: 



(3) J = 



2' ^i^iii 



w 



•■ ^1 ^ftl 



1 

r 



1 

r 



^' ^i^in 



1 

r 



^^•^iii 2^H<^%%t — ^' 2'^i 



'»n 



= 



1 1 1 

Zugleich existiert fiir jede von Null verschiedene Wurzel cti der 
Gleichung (3) ein Wertsystem A^ . . . A^ , welches den Gleichungen (2) 
und damit der Gleichung (1) genügt. 

Dass die Gleichung (3) sicher eine verschwindende Wurzel cj be- 
sitzt, erkennen wir sofort, wenn wir 

Aj^ = e^ A = 1 . . . r 
setzen, denn es ist 

Gleichung (3) hat also, nach Potenzen von lo entwickelt, die Form 
(4) (o^ — ip^(e)(ü^^^ + i/;,(c)w**-* — • . . ± ifj^^^ {e)w = , 

wo die ip{e) ganze, homogene Funktionen der Coefficienten ^i - - * ^r ^^^^* 
Anmerkung. Setien ivir zur Abkürzung 

r 

(«) ^ » <^ic,*j h: y^ , 

1 
80 folgt daraus, dass a> s= eine Wurzel der Gl. (3) ist, auch, dass stets 

iß) ^=tyiiyM---yrr = o. 

Nun waren nach § 1 die infinitesimalen Transformationen der adjungierten Gruppe 



l...r 



^kf =^'iCW j- 



oder, nach («) 



BHf=2^Yk,^i. 



«/ . 
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das Verschwinden der Determinante J7 ± ^11/2» • • * Vir bedeutet demnach, dass 

die adjungierte Gruppe einer r-gliedrigen Gruppe X^f • • • Xrf stets intransitiv ist. 
(Über den Begriff »intransitiv« vgL Lie, Transformationsgruppen I, § 58.) 

Die Gleichung (3) oder (4), ^ = 0, bezeichnen wir nach Killing 
als charakteristische Gleichung einer r~gliedrigen Gruppe, dement- 
sprechend die linke Seite der Gleichung (3) als die charakteristische 
Determinante J einer r-gUedrigen Gruppe. 

Die Berechtigung dieser Bezeichnungen erhellt aus einigen wich- 
tigen Eigenschaften der Determinante ^, die im Folgenden abgeleitet 
werden sollen. 

Betrachten wir J als Funktion der Coefficienten e^ . . . e^^ so 
gilt zunächst der wichtige 

Satz 2. Die Determinante J bleibt bei allen Transformationen der 
adjungierten Gruppe invariant, es ist also 

E^J = 0. 

Killing 1) beweist den Satz, indem er aus der Jacobi'schen Iden- 
tität gewisse Relationen zwischen den c^j^g ableitet und daraus der 
Keihe nach die Invarianz der Coefficienten lp^[e), ip^le), • • • der Glei- 
chung (4) nachweist. EngeP) giebt einen direkten Beweis, der bereits 
in einer Note zum 1. Teile der Killing'schen Untersuchungen abge- 
druckt ist; der Vollständigkeit halber soll derselbe hier wiederholt 
werden. 

Das allgemeine Glied der Determinante ^ hat die Form 

r 

(5) ^ c^jtjei — Sf^jO) = ay , 

1 
sobald wir setzen 

(6) Bffj = i für Ä =j j ej(j = für Ä 4= y • 
Dann ist 

und 



t« • • ■ <^rr 



Ef,^ =2' "^m ^^ ö^ +2' Vt^. ^^ H h^« ^sf.r^, ^ • 



Nun ist 

d^ ^ ö^/ ötti 



also 



•57^ —^ öaiy ^e^ 



1} Killing, I. Math. Ann. Bd. XXXI, 1888, § 2, S. 259 ff. 
2) a. a. O. S. 262 f. 
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da nun 

Benutzen wir ferner die zwischen den c,-^. bestehenden Relationen 



r 



^^ {^SfJtv^ykj + ^fikv^ysj + ^^ksv^vfjij) = ^ , «, ^, A, > = 1 • • • r , 
1 

die sich unmittelbar aus der Jacob^schen Identität zwischen X^, X^^, 
Xjt ergeben, so wird 

l...r \,,j r 

Efi^kj ^ .^^ [^fiky^ysj i ^ksy^yfÄJf^s ^ ^^ [^nky^syj \ ^sky^y/nj/^s ■ 



TS ts 



Da ferner nach Gleichung (5) 

r 

^* ^5k;"^s == ^i>7 + ^ä;^^ » 
1 

so ist 

r 

i 
Multiplizieren wir beide Seiten dieser Gleichung mit r — und sum- 

mieren über k und j, so folgt 

i...r N ^ >• l...r N ^ 

jky ""fc; 1 kj ^"kj 

denn sämmtliche Glieder, in denen ej^j auftritt, heben sich nach (6) 
weg ; die linke Seite der letzten Gleichung ist aber nach dem Vorher- 
gehenden gleich E^J\ also ist 

r l...r V A 
^fM^ =2"^ ^^. {^fJiky^yj + ^yfij^ky) 

oder 

l...r r V ^ l...r r s ^ 

Berücksichtigen wir noch, dass 
SO wird 



^^^ = ^1^* ^^Ä& +^i 0») ' 
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und da c^j^fc = — ^kuk j ^^ verschwindet der Faktor von ^ identisch 
und wir erhalten 

£^^ = . 
Damit ist Satz 2 bewiesen. 

Es wird ferner von Wichtigkeit sein, zu erkennen, in wie weit 
die charakteristische Determinante verändert wird, wenn wir an Stelle 
der ursprünglichen r unabhängigen infinitesimalen Transformationen 
X^f . . . Xf.f r neue, unabhängige infinitesimale Transformationen der 
Gruppe zur Bestimmung der r-gliedrigen Gruppe wählen. 

Definieren wir also r neue, unabhängige infinitesimale Transfor- 
mationen X^'/ . . . Xj/f der Gruppe durch die Gleichungen 

(7) X,/=^,a,pXp'/ »=1 



• . • 



WO die a^g Constante bedeuten, deren Determinante nicht identisch 
verschwindet. 

Dann erfüllen X^'f. . . X^'f Relationen von der Form 

r 

i^i ^k) =2^ ^«^' ^^f ' 

Die c^j^j.' sind lineare homogene Funktionen der c^j^^ und erfüllen die 
Gleichungen 

»• r 
1 1 

i, A, e = 1 . • r , 

wie sich unmittelbar ergiebt, wenn wir in die {X,X/^) vermöge der 
Transformationsgleichungen (7) die X^f einfuhren. 
Femer ist 

1 

die allgemeine infinitesimale Transformation der Gruppe X^f. . . X^f; 
dieselbe Transformation wird, in den X/y . , . X/y geschrieben, die 
Form haben 

1 

SO dass ako 

i 

Um die ^/ . . . e/ zu bestimmen, haben wir in der linken Seite dieser 
Gleichung die Substitutionen (7) auszuführen: 
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1 1 1 

es ergiebt sich 

r 

(9) ej ==^t a,vCi t^ = 1 • • • r . 

1 

Mit Hilfe dieser Gleichungen (9] berechnen wir zunächst, in welcher 
Weise sich die zu X,/. . . X,.y gehörige adjungierte Gruppe E^f.,»E^f 
ausdrückt durch die aus X/y . . . X/y gebildete adjungierte Gruppe 
E^'f,,. E^f, 

Führen wir in 

l...r 






77 '»«/ 



die «,'... e/ als neue Veränderliche ein, so wird 

1 ft* ijj l 1 i c 

und dies wird vermöge der Gleichungen (8) 
und nach (9) 

(10) ^fc/=^V«*^Wir7^ • 



Da anderseits 






(X^ Xy ] ^q Cj^yg X^' , 

SO haben die infinitesimalen Transformationen der aus X/y...X/y* 
gebildeten adjungierten Gruppe E^ f , . . E^ f offenbar die Form 

Ein Vergleich dieser Formeln mit den Formeln (10] giebt uns die 
Transformationsgleichungen der adjungierten Gruppe: 

r 

(II) £fc/=^» «kv^// A = 1 . . . r . 

1 

Wir sprechen unser Resultat in folgendem Satze aus: 

Satz 3. Ersetzt man die r unabhängigen infinitesimalen Tramfar- 
mationen X^f. . . X^f einer r-gliedrigen Gruppe durch r neue unab- 
hängige infinitesimale Transformationen X^f.,. X^f der Gruppe^ die 
durch die r Gleichungen bestimmt sind 

r 
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80 ist die zu den X/y . . . X^' f gehörige adjungierie Gruppe E^ f . . , E^'f 
bestimmt durch die r Gleichungen 

1 

too E^f,.. E^f die aus X^y. . . X^,/ gebildete adjungierte Gruppe ist. 

Nunmehr ist unsre eigentliche Aufgabe rasch zu erledigen. Das 

allgemeine Glied der Determinante J hatten wir oben bezeichnet durch 

^ f 6w = 1 für A = / 

Multiplizieren wir diese Identität mit Ojg und summieren beiderseits 
nach j\ so erhalten wir 

r r r r 

(12) ^i Ci ^j c^^ ajs — ^i €iy aj, lo =^i aj^ a^j . 

11 1 1 

Für die linke Seite dieser Identität können wir nach (8) auch schreiben 

r l...r 

1 fir 

und, wenn wir nach i summieren und die Gleichungen (9) berück- 
sichtigen : 

l...r 

Andrerseits wird das allgemeine Glied der Determinante J^ geschrieben 
in den ß/...«/, die Form haben 

r 
1 

also 

r 

1 

dadurch erhält die linke Seite der Identität (12) die Form 

r 

^* i^ys + ^ys ^) ^ky — «Ä* «^ 'i 

1 

dies reduziert sich auf 

r 

1 
und es besteht sonach die identische Relation 

r r 

(13) ^v a^yays =2^ <ijs^kj > A, « = 1 • • • r . 
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Die aus den r' Gliedern der linken Seite gebildete Determinante 



^^a^yCtyi ^y^xyfXy^ ' ^"^ O^KV^VT 



r 



f 



^y a^y ^yi ^'' ^%y ^yj ' ^''^ty^yt 



^t Ory^yj' ^* ^rv^yt' * ^'' ^ry^yr 



wird das Produkt der beiden Determinanten \aj.y\ und |or^/|> ebenso 
zerlegt sich die aus den r* Grössen der rechten Seite von (13) ge- 
bildete Determinante in das Produkt 



also ist 



Setzen wir 






^js\ = ^ 



und bezeichnen, wie üblich, die zu a^j^ gehörige, [r — i) reihige ünter- 
determinante von A mit 



bA 



haue 



so folgt aus den Identitäten (13) 



1 ^;^ hA 



V' = T^ 



oder, wenn wir abkürzend setzen 



^js ^kj 



(15) 
so ist 
(16) 



hs =^' ^is ^ki > 



1 



V = ifH^ 



hA 



'ks 



Jedes a»,' ist also eine lineare homogene Funktion der aj^j] wir 
werden sogleich erkennen, dass auch jede m-reihige Unter determinante 
der \(Xus\ ci^e lineare, homogene Funktion der w-reihigen Unter- 
determinanten der \ajfj\ ist. 

Bilden wirz. B. die m-reihige Unterdeterminante ^S'i a,/ a^J ,..a, 
so ist nach bekannten Determinantensätzen 



ii "»1 



'mm ) 



«u' • • • «im' 






1 


• • • • • 


jm 


«»»«'••' ^mm 
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hA 



ha 



u 



hA 



• • • • 



hA bA 



ha^ 






^44 • • ^ 



r4 



• • • 



^4m • • ^ 



rtn 



1 



iw 



hA hA 



^^44 ^öm4 



• • 



hA hA 



ba^m bo. 



mm 



Ki ' ^ 



mi 



^im * ^tnm 



+ 



• • • 



wo die weggelassenen Glieder Produkte aus je einer m-reiliigen De- 
terminante der Matrix 



hA 
ha^^ 



hA 



ha 



r« 



• • • 



hA 



hA 



da. 



m 



ha 



rm 



mit der entsprechenden ;?t-reiliigen Determinante der Matrix 



/»n • • • A 



r4 



• • • 



^im ' • : ^ 



rm 



sind. Aus den Gleichungen (15) für die Aj^^ folgt andrerseits, dass 
sich jede m-reihige Determinante der kj^g linear und homogen aus- 
drücken lässt durch gewisse m-reihige Determinanten der a^j^; es wird 
z. B. 

^44 • • • ^Wll 



■ 



Km ' ' ' ^ 



mm 



^44 • • • ^mi 




• • • • • 


• 


«4m • • • ^mm 





a 



a 



\m 



• • • • 



a 



mi 



a 



mm 



+ 



wo die weggelassnen Glieder Produkte je zweier entsprechender De- 
terminanten mten Grades der Matricen 



a 



14 



a 



n 



a 



\m 



a 



rtn 



hez. 



a 



41 



ff 



4r 



a 



mi 



• • • 



Of, 



mr 



sind; daraus folgt, dass die m-reihige Unterdeterminante ^ dr «,/ . »m^^ 
eine lineare, homogene Funktion gewisser m-reihiger Unterdeter- 

2 
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minanten von \cciij\ ist; es ist evident, dass dies ebenso für alle 
m-reihigen Unterdeterminanten von \ccj^'\ gilt und dass umgekehrt 
auch alle m-reihigen Unterdeterminanten von \cti(j\ lineare, homogene 
Funktionen der m-reihigen Unterdeterminanten von jofjy'l sind. Wir 
fassen diese wichtigen Ergebnisse zusammen in dem 

Satz 4, Die Form de?* charakteristischen Determinante ^ ist un- 
abhängig von der Wahl der r unabhängigen^ infinitesimalen Transfor- 
mationen der r-gliedrigen Gruppe, Geht die zu einer Transformation 

allgemeiner Lage y e^ ^kf gehörige charakteristische Determinante J 

bei irgeiid einer Transformation der Gruppe über in die charakteristische 

Determinante J' der entsprechenden Transformation ^ e^' X^^'f und 

verschtoinden für das Wertsystem e^ , . . e^., lo alle m-reihigen Unter- 
detei^minanten J, so verschtoinden für das Wertsystem ö^' . . . 0/ , w alle 
m-reihigen Unterdeterminanten von z/'. 

Killing begründet nun auf die in den Sätzen 2 und 4 ausge- 
sprochnen, bedeutsamen Eigenschaften der charakteristischen Glei- 
chung z/ = eine neue , wichtige Einteilung der coutinuierlichcn, 
endlichen Transformationsgruppen. 

Legen wir die charakteristische Gleichung z/ = in der ent- 
wickelten Form (4) zu Grunde 

(4) 0)^ — ip^ [e) w^-* H zb ip^_^ (e) a> = , 

so soll / die Anzahl der von einander unabhängigen unter den Funk- 
tionen xp{e) bezeichnen und die Gruppen sollen nach dem zugehörigen 
Werte von l eingeteilt werden. Diese Zahl / nennt Killing^) den 
Mang der Gruppe. 

Ist also z. B. l=Oj dann verschwinden sämtliche Funktionen 
'/^W> V^iW * • • ^/'t-i W identisch, die Gruppe hat den Rang Null; ist 
/ = 1 , dann lassen sich sämtliche nicht identisch verschwindenden 
Funktionen ^p{e) durch eine einzige unter ihnen ausdrücken, die 
Gruppe besitzt den Rang 1 ; u. s. w. 

Das am Eingange dieses Paragraphen gestellte Problem, alle 
2-gliedrigen Untergruppen der r-gliedrigen Gruppe zu bestimmen, in 

r 

denen eine gegebene, infinitesimale Transformation y « e^ X^f enthalten 
ist, haben wir bisher nur mit der Beschränkung behandelt, dass 

r 

"SJi e^X^f in keiner 2-gliedrigen Untergruppe die 1. derivierte Gruppe 



l) Killing, Z. V. Gr. I. § 4. S. 266 ff. 
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sein sollte ; es erübrigt daher noch, auch diesen bisher ausgeschlossnen 
Fall näher zu untersuchen. 

Es wird die Betrachtungen wesentlich vereinfachen und das Re- 
sultat nicht beeinflussen, wenn wir an Stelle der allgemeinen infini- 

r 

tesimalen Transformation y « ^i X^f die infinitesimale Transformation 

1 
X^f zum Ausgangspunkt nehmen. 

Es sei also durch r unabhängige, infinitesimale Transformationen 
X^f. . . X^f eine r-gliedrige Gruppe bestimmt und irgend eine Trans- 
formation X^f bilde mit einer zweiten, von X^f unabhängigen Trans- 
formation, die wir durch X^f bezeichnen wollen, eine 2-gliedrige 
Untergruppe, deren 1. derivierte Gruppe X^f sei, also 

{Xy X,) = X^f . 

Wir stellen uns jetzt die Frage: Ist es möglich, dass X^f noch 
in anderen 2-gliedrigen Untergruppen der gegebenen r-gliedrigen 
Gruppe enthalten ist, ohne in diesen die 1. derivierte Gruppe zu 
bUden? 

Wir werden beweisen, dass diese Annahme für endliche Gruppen 
unmöglich ist. 

Wäre z. B. X^ , X, eine 2-gliedrige Untergruppe von der ge- 
forderten Eigenschaft, also 

(X, X,) = X, , 

wo Xj notwendig von X, und X, unabhängig ist, so bilden wir die 
Jacobische Identitüt zwischen X^, X„ X,. Es möge gestattet sein, in 
allen folgenden Untersuchungen durch das Symbol 

(X.- Xfc X,-) 

anzudeuten, dass zwischen X^, Xj^ und Xj die Jacobi^sche Identität ge- 
bildet werden soll, also 

(X,. Xi X^-) = (( X, Xfc) X^-) + ((Xjfc Xj) X..) + (( X,- X..) Xfe) = . 
Nun giebt 

(X, X. X,) = X, -t- ((X, X,) X,) + (X, X,) = . 

Hätte (X^X,) die Form 

(X,X,)=a,X,-|-a,X, + a,X, , 
so wäre 

X, — of, X^ — «5 X, + a, A\ + cf, X^ -t- «3 X, = , 
also 

^s + («I - «t) ^1 + «. ^'t = Ö, 

und dies würde geben 

cr^ = of^ = Xj = , 

2* 
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das Letztere ist aber absurd, mithin muss (X, X,) unabhängig von 
X^ , X, und X5 sein; wir setzen 

(X.X,) = X, , 
dann giebt (X, X, X,) : 

(X. X,) = X, + X, . 
Bilden wir ebenso (X^ X, X^) : 

{X. X, XJ = X, + X, + ((X. X.) X.) + X, + {X. X,) = , 

oder 

X, + 2 X. + (X, XJ = (X, (X. X.)) . 

Wäre (X^X^) von X^ . . . X^ abhängig, so würde X^ ^ folgen; mit- 
hin können wir setzen 

(X, X^) = Xg , 
dann wird 

(X,XJ = X, + 2X, + X, . 

Jetzt finden wir wieder aus (X^ X, XJ ^ 0, dass (X, X^) unabhängig 
von X^ . . . Xg sein muss, so dass wir annehmen können 

und dies giebt 

(X.X.) = X, + 3X, + 3X. + X, . 

Aus (X^ X, Xg) ^ folgt weiter, dass (X, X^.) unabhängig von X^ ... X^ 
sein muss: also «etzen wir 

(X,XJ = X, , 
dann ist 

(X,X,)=X, + 4X, + 6X. + 4X.+ X, . 

Nunmehr lässt sich erkennen, dass unter unseren Voraussetzungen 
jedes (X^ X^) aus X, . . . X;^ linear abgeleitet ist und zwar sind die 
Coefficienten der X3 . . . Xj- identisch mit den Binomialcoefficienten ; 
jedes (X, X^) aber wird Xjt+, . Setzen wir nun allgemein 

(X.X^,,) = X3 + (m-l)X, + f^^(|-:^Ug + ... 

+ (m — 1) X^+^ + X^^., , 
dann giebt die Jacobi'sche Identität zwischen X,, X,, X^^, : 

X. + (m-l)X«+ ^'"~i'/^~^^ X, + ---+(>»-l)X^^ + X.„^, 

+ ((X, X«,.) XJ + X. + (« - 1) X. + i^— il^i^^iHi X. + . . . 

+ (m - 1) X„^ + (X, X^^,) = , 
also 
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(X. (X,X^,)) = X, + mX. + ^i^Lzil Xj + . • . 

Daraus folgt aber wiederum , dass [X^Xf^^) unabhängig von X,...X,„^ 
sein muss, also 

gesetzt werden kann ; die Zahl m aber ist ganz beliebig, unsre Gruppe 
müsste also eine unbegrenzte Zahl unabhängiger Transformationen 
enthalten, folglich ist unsre Annahme für endliche Gruppen unerfüllbar. 
Dann gilt aber der 

Satz ö ^), Ist e^ X4/+ . . . + ^r^rf ^^ ^- derimerte Gruppe einer 
2-gliedrigen Untergruppe der r-gliedrigen Gruppe X^f . . . X^f, so hat 
die charakteristische Gleichung /^ = für das Wertsystem e^ . . , e^ lauter 
verschwindende Wurzeln lo. 

Dieser Satz ergiebt sich unmittelbar aus den vorhergehenden Ent- 
wicklungen. 

Hätte nämlich die Gleichung ^ = eine von Null verschiedene 
Wurzel (üj so gäbe es eine infinitesimale Transformation der Gruppe, 
etwa X3, dass, wenn wir abkürzend setzen 

1 

die Beziehung bestände 

(X,X3)=wX3/ Ol + O . 
Hier können wir X, immer mit einer Constanten multiplizieren, so dass 

(X, X,) = x,/ . 

Ausserdem aber soll X,/ die 1. derivierte Gruppe einer 2-gliedrigen 
Untei^ruppe sein, etwa der Untergruppe X^, X,; also wäre auch 

(X, X,) = x./ , 

d. h. es läge der Fall vor, der nach Obigem nur für imendliche 
Gruppen denkbar ist; mithin kann keine Wurzel w der charakteristi- 
schen Gleichung existieren, die nicht Null ist. 

§ 3. 

Die charakteristische Cfleichnng hat k yersehwindende Wurzeln 

In dem ersten Teile seiner eingangs erwähnten Untersuchungen 
bestimmt Killing die Zusammensetzung aller Gruppen, für welche 
die charakteristische Gleichung nur eine verschwindende Wurzel (o 



1) Vgl. Killing, Z. v. Gr. I, S. 270. 

2) Vgl. hienu Killing, Z. y. Gr. 11. Math. Ann. Bd. XXXIII, 1889. S. 4 ff. 
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besitzt. Da dieser Fall fiii unsre folgenden Entwicklungen nicht in 
Frage kommt, so übergehen wir denselben, um sogleich den Fall 
näher ins Auge zu fassen, dass die charakteristische Gleichung mehrere 
verschwindende Wurzeln w hat. 

Nehmen wir also an, für irgend eine Transformation, etwa X^/, 
der Gruppe X^f . , , X^/ besitze die charakteristische Gleichung J =0 
k verschwindende Wurzeln w, wo \<^k<^r sei; ausserdem wollen 
wir noch voraussetzen, dass für w = nicht alle (r — 1) reihigen XJnter- 
determinanten von J verschwinden. 

Die charakteristische Gleichung für X,./ lautet, da e^ = e, = • • • 





(17) 



J = 



^n i — ^*> 



Ctf.M^ 



^rr— 41 



nr— 1 



nr 



Crr-^ir-i — ^^ ^ 



^rr— ir 



— U) 



= , 



sie reduziert sich also sofort auf die folgende: 



CO 



^ru — ^ 



^nr— 1 



^rr— 1 1 



rr 



-ir-i — ^^ 



= ; 



und da ci> = mindestens eine zweifache Wurzel sein soll, so muss 
auch der Faktor von w für w = verschwinden: 



(18) 



ni 



^nr—i 



^rr— 41 



^rr— 4r— 4 



= 



Dies wird uns aber auf einen Widerspruch mit unseren Voraussetzungen 
führen. 

Stellen wir uns nämlich die Aufgabe, eine infinitesimale Trans- 



r— 1 



formation ^i cr,.X^ so zu bestimmen, dass 



(19) 

80 ergiebt sich 



l-X^i^'«!^, )= ^rf ^ 



r-\ 



f-1 



1 1 1 

die a müssen also djsn folgenden r Gleichungen genügen 

r—i r-l 

(19') ^i a.c^i, = s = 1 . . . r - l ,^.- a^c^,,. = 1 
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Die Determinante der r — 1 ersten Gleichungen verschwindet, wie wir 
oben gesehen haben (Formel 18), dieselben reduzieren sich also auf 
r — 2 unabhängige Gleichungen, die mit der letzten Gleichung in (19') 
ein System von r — 1 von einander unabhängigen, linearen Gleichungen 
zur ]3estimmung der (r — 1) Grössen a^ . . . a^— 4 geben, und da nach 
Voraussetzung nicht alle (r — 1) reihigen Unterdeterminanten von J 
verschwinden sollen, so giebt es immer solche nicht sämmtUch ver- 
schwindende Werte der a, welche das Gleichungssystem (19') und 
also auch die Gleichung (19) erfüllen; dann ist aber X^y* die 1. deri- 
vierte Gruppe einer 2-gliedrigen Untergruppe, und in diesem Falle 
muss nach Satz 5 die charakteristische Gleichung für X^y* lauter ver- 
schwindende Wurzeln haben, was im Widerspruch steht mit unsrer 
Annahme, dass k<C^r\ demnach ist die Voraussetzung, dass nicht alle 
(r — 1) reihigen Unterdeterminanten von J für w = verschwinden 
sollen, unerfüllbar und es gilt der 

Satz 6*). Wenn für ein JVertsystem e^ , . . e^. die charakteristi- 
sche Gleichung k verschwindende Wurzeln besitzt , wo 1 < A <^ r, so 
sind für dieses Wertsystem in der Determinante 



J = 



r 



2* ""«v 
1 



» Cihie.' 



alle [r — \) reihigen Unterdeterminanten gleich Null. 

Diesen Satz auszudehnen auf den Fall k=^ r ist nicht gestattet 
für ein spezielles Wertsystem e^ . . . e^\ bezeichnet dagegen e^ . . . e^ 
in dem Bildraume iJ^.« einen Punkt von allgemeiner Lage und hat 
die charakteristische Gleichung für dieses Wertsystem e^ , , , e^ k =^r 
verschwindende Wurzeln, so besitzt die Gruppe den Rang Null, und 
eine Gruppe vom Range Null enthält keine 2-gliedrigen Untergruppen, 
deren Transformationen nicht vertauschbar sind; mithin können wir 
unsem letzten Satz allgemeiner fassen: 

Satz 7. Hat die charakteristische Gleichung für alle Werte von 
«4 . . . c^ Ä > 1 verschwindende Wurzeln^ so sind alle [r — i)gliedrigen 
Unterdeterminanten der charakteristischen Determinante 



J = 



2* ^ihf 



identisch Null, 

Nehmen wir jetzt an, die charakteristische Gleichung besitze für 
ein bestimmtes Wertsystem e^ . . , e^ m verschwindende Wurzeln, wo 
m > 1 ; es mögen ferner für w = alle (r — A + 1) -reihigen Unter- 
determinanten der Determinante 1 ^j ^ikj^i verschwinden, nicht aber 



I) Killing, Z. v. Gr. II, S. 5. 
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alle (r — A)-reihigen — es muss dann notwendig 1 <[ A ^ m sein — , 
wir fragen nach allen Transformationen der Gruppe, die mit der 

r 

Transformation ^t e^ XjJ^ oder kurz X^f vertauschbar sind. 
Soll irgend eine Transformation 

mit Xj.f vertauschbar sein, so müssen die r Gleichungen bestehen 



r— 1 



(20) 



2* ^i'^ris = « = 1 • • • r , 



Wie aus 

r— 1 



(X^ ,^.- e^XJj = «.(X^X.) + e.(X^X,) + • • • + c,_.(X^X,_,) 

r r 

1 1 

r 

1 

unmittelbar folgt. 

In der zu den Gleichungen (20) gehörigen Matrix sind nach 

Voraussetzung alle (r — ä + 1 )-reihigen Determinanten gleich Null, 

nicht aber alle (r — Ä)-reihigen; die r Gleichungen (20) reduzieren 

sich also auf ir — h] unabhängige, aus denen wir r — h von den r — 1 

Grössen e bestimmen können als lineare homogene Funktionen der 

h — 1 übrigen \ h — l von den € bleiben also völlig willkürlich , es 

giebt demnach h — 1 unabhängige infinitesimale Transformationen, die 

mit X^y* vertauschbar sind; wir bezeichnen diese h — 1 Transforma* 

tionen mit 

X,.«^/, X,._,/- • • • X,._/,^^/; 
dann ist also 

(X, X,^,) = (X,X,.,) = . . . . fX,X^_Ä^J = 

Weitere, von X^y, X^_,y, • • • Xf^f^^^f unabhängige, mit X^f 

vertauschbare infinitesimale Transformationen der Gruppe giebt es nicht. 

Die charakteristische Gleichung für X^./ lautet nunmehr, da alle 



für jedes ä = 1 , • • • r : 



c = 










rir 

















= . 
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Diese Gleichung zerfällt in die beiden Faktoren 



^ru — ^ 



^rr—hi 



(21) (O^ ' . . = . 

Nach Voraussetzung ist A S m; wir brauchen jedoch nur den Fall 
A <; m zu untersuchen, wie wir später erkennen werden; ist also 
h <^ m, so muss, da nach unsrer Annahme die charakteristische 
Gleichung m verschwindende Wurzeln hat, der Faktor von w^ eben- 
falls für (0 = verschwinden : 



(22) 



rii 



^rr-Äi 



= . 



dann können wir aber immer eine infinitesimale Transformation 



r-h 



^i a. X^f derart bestimmen, dass sich 



Y^ry 2' ^i^if) 



aus 



^r-h+if ^rf 



linear ableiten lässt. Denn setzen wir 



(r-A . j 



dann müssen die a den Gleichungen genügen 

r—k r-h 

1 1 

Die Determinante der [r — h) ersten Gleichungen ist aber NuU (For- 
mel 22) , mithin sind die Gleichungen durch von Null verschiedne 
Werte der a zu befriedigen, dann sind aber durch die letzten h Glei- 
chungen die X bestimmt. 

Die auf diese Weise gefundne infinitesimale Transformation 



r-h 



^i cc^Xif nennen wir X^_^/; nach dem Vorgange von Killing 

1 

wollen wir eine lineare, homogene Funktion im Folgenden dadurch 
bezeichnen, dass wir deren Veränderliche in eckige Klammern ein- 
schliessen ; dann ist 

(X^ X^^f^ = [Xr-.k-^^ • • • • X^ . 

Wählen wir X^^f^f in der angegebenen Weise, so verschwinden alle 

Constanten c^r-hi j ^rr^hi 7 • • • • ^rr^hr-h ) n^ithin ist die Gleichung 
(21) weiter zerlegbar in 
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M 



k+i 



^rii — ''> 



rr^h-i I 



= 0, 



und wenn m > Ä + 1, so folgt wieder, dass der Faktor von w'*"^* für 
CO = verschwinden muss: 



Ti* 



nr-A-i 



rr— Ä— n 



rr— Ä-ir-A-4 



= 



Dann können wir aber wieder eine infinitesimale Transformation 



r-A-l 



X,] 



JS* ßi^if 80 bestimmen, dass 

und bezeichnen dieselbe als X^_^_,/, also 

Ist nun die Zahl tn der verschwindenden Wurzeln lo grösser als 
Ä + 2, so verschwinden noch weitere XJnterdeterminanten von \c^jij\j 
und es lassen sich infolgedessen noch weitere infinitesimale Trans- 
formationen X^_^_^, X^_/j„3/. ... bis X^.^^j/ so wählen, dass 

(^r^r-A-i) = [-^r-A-i ' ' ' * ^r] 
(X^X^.ft.,) = [X,._;^„, . . • • X;.] 



Dabei ist noch zu bemerken, dass in der Matrix 



rr-m+i r-m+t 








^rr-m+«r— m+3 






^rr^h 



nicht alle (m — A) -reihigen Determinanten verschwinden dürfen; wäre 
dies nämlich der Fall, so würden sich aus den infinitesimalen Trans- 
formationen (X^X^_;^) i^r^r-m+i) ^^^ ^^^^ mehrere infinite- 
simale Transformationen linear ableiten lassen, welche mit X^^f ver- 
tauschbar wären ; wir haben aber oben gesehen, dass die Gruppe keine 
weiteren mit X^f vertauschbaren infinitesimalen Transformationen 

enthalten kann, als die von uns mit X^f X^^j^^^f bezeichneten. 

Da die charakteristische Gleichung nur m verschwindende Wur- 
zeln LO besitzen soll, so muss die (r — w) -reihige XJnterdeterminante 
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(23) 



^rn * ^rr—m t 



^rir— m ' ^rr—m r—m 



verschieden von Null sein. 

Zunächst sind nun die Relationen 

näher zu bestimmen, ^vo fi eine der Zahlen 1 .... r — m. 
Diese Relationen haben die Form 

1 1 

Setzen wir hierin 

Xy._„i^fc' = X^_,„^fc Ä = 1 m 

^fjl = X^ — 9iA ^r-m+i I f*=l r — m, 

so wird 

(x/x^') = (x^x^) — e^[x^.,^, • • • • x^] 

=^2^^r^>Xy +^* ^r/ur-m+ik Xy_„i^jfc — ?^[X^.^^.4 • • • X^] 



1 

r—m m 



=S^^ruiW — ^;X^„,;,^./) -f^*Cr^r-m+fc^r-w+&' — ?^[Xr-.m+i' ^r'] 



1 1 

r—m r—m 



1 1 

Damit (X/X^') von X^_^j^/ frei werde, ist nur nötig, die 
Q^ ' ' ' Qr-m ^^ ^^ bestimmen, dass die [r — m) Gleichungen 

r—m 

1 
erfüllt sind; dies ist immer möglich , da die Determinante | c^^j \ , 
wie wir oben gesehen haben (Formel 23], von Null verschieden ist. 
Setzen wir dann weiter 

X/ = X^' — (7^X^_^+,' ^t = l . . . r — w , 

so können wir a^ • • • ffr-m ^^ wählen, dass (X/ X^") frei von X^_^^," 
wird, und so können wir fortfahren; bei geeigneter Wahl der Trans- 
formationen X^f • • • X^^^f ergiebt sich also, dass fX^X«) von 
X^.^^4 • • • X^ frei werden : 

(24) (X,X^) = [X, . . . X,.J =^v e^^X^ ^l/ = l • • • r - m . 
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Hier ist die Determinante | 6^^ { sicher von Null verschieden, denn 
die e^y sind identisch mit den r^»y (/u , y = 1 • • • r — m) . 

Wir werden jetzt beweisen, dass die infinitesimalen Transforma- 
tionen Xf. , X^_4 • • • Xf^fn+i ®^^® m-gUedrige Gruppe erzeugen. Zu 
diesem Zwecke bilden wir die Jacobische Identität (X^X^.^^^jX^^;^^.«), 
wo Tt und q irgend welche Zahlen von 1 bis h bedeuten sollen; wir 
erhalten 

daraus folgt, dass 

(25) [Xr^^^n^r-h-k-Q) = l^r-h-^i " ' ^r] ^ 7t , Q = i - " h . 

Ferner ist 

(Xy.X^_^+^X^) ^ ((Xy-Ä+7j-^^)-^r) + i{^fjL^r)^r^h-^7i) = ^ 

^ = 1 . . . r — 771 ^ 
also 



r—m 



(26) (X^(X^_ft^„ X^)) =^» V (Xr-A+, X^) • 

1 

Es sei nun ganz allgemein 

r r—m m 

1 1 1 

Dann ist (X^(X^_;^+^X^)) sicher von X^.^+j frei, mithin kann auch 
auf der rechten Seite der Identität (26) ein Glied mit Xf^^f^-i-i nicht 
vorkommen. Setzen wir nun den Ausdruck (27) für (X^_f^^„X„) in 
die rechte Seite der Identität (26) ein, so ist 

r—m # r—m m » 

i^ri^r^h+n^fi)) — ^* V \2' ^vi^i +^* «»'r-m+Ä ^r-m+fc ) » 

und da das Glied mit X^.^ . . verschwinden muss, so muss 



r-m+i 

r — m 



1 

sein, fx ist von 1 bis r — m zu nehmen; wir haben also r — m Glei- 
chungen, die in den r — m Grössen a^^_^^^ ••• a|._^^_„n.4 linear 
und homogen sind, überdies ist die Determinante | e^^ \ dieser Glei- 
chungen von Null verschieden, also ist nötige dass 

sind, d. h. (X^^^^^ , X^) ist frei von X^.,^i . 

Ist dies aber der Fall, denn tritt in der linken Seite der Iden- 
tität (26), da X^ auch X|._,„^., nicht reproduziert, auch X,._^^, nicht 
auf, und es müssen demzufolge rechts alle «j^_^^j , d^r-m^^ > ' ' * ' 
«r-mr-m+i identisch Null sein, d. h. (X^_/^^^ X J ist frei von X^^^f^^\ 
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dann ist aber wieder die linke Seite frei von X^.^^, , und so fort ; 
wir erkennen, dass {Xf^f^^^X^) frei von X^^^n+i ' ' ' ^r-Ä ^^^'i eben- 
sowenig können aber Glieder mit X^.;^^, • • • X^ auftreten, denn 
diese Transformationen sind sämtlich mit X^ vertauschbar, die linke 
Seite der Identität (26) ist also von denselben frei, mithin müssen auch 
rechts alle (Xyr-h-^n (^=1 - " r — m, /r=l •••*) verschwinden und 
wir erhalten schliesslich 

(28) (X^_Ä^^, X^) = [X, •••X^.^], 7r=l ... A, |u=l ...r-m. 
Weiter giebt die Jacobische Identität zwischen X^, X^.^^.^,, X^^f^ : 

{Xr [X^^^^j^ -X^r-Ä)) ^ ([X^_^^ • . • XJ X^_^^.^) , 
also nach (25) : 

(-^r(-^r-Ä+7r^r-Ä)) ^ [X^.^^., . • • X^] , 
mithin kann (X^_^^.;y X^_^) sicher kein Glied mit X^ ••• X^_^ ent- 
halten : 

Ebenso giebt 

(Xr -X^r-Ä+Ti X^-A-i) =((Xr-Ä+7r X^_^_,) X^)-|- ([X^.ft- • • X^] X^_^^^)= 

also 

(^r(Xr-Ä+7r^r-A-i)) = Const. (X^.^^ X^-^/^+^y] -f- [X^_^^.j • • • X^] 

^ [Xr-m-hi ' ' • Xr] , 

daraus folgt, dass (X^_;^^7jX^_;^_J ebenfalls nur von X^^^n-hi • • • X^ 
abhängen kann: (X^_^^^ X^_;^_ J = [X,.^^^^ . • • X^] . Bilden wir 
der Reihe nach (X^X^_/i^.;,X^_^_J , (X^X^.^+^jX^.^^.,) , • • • • 
(X^X^_Ä+;r^r-m+i) ) SO finden wir ebenso, dass (X^./^^^jX^^^^.,), 
(X^.A+Tr^r-A-s) ) • • • (X^.;^^.;, X^_^^J nur von X^_^^, • . • X^ ab- 
hängen können, also 

(29) [Xr^f^^JgXr^ff^^fy)=[Xr^ff^^^ • • • X^J , 

r=l...A a = 1 • ' ' m — h . 

Es erübrigt nun noch, die Relationen 

(X^.^^g^ X^^^^j.) , a, T— \ ' ' m — h 

näher zu bestimmen. 

Zunächst folgt aus (X^X,._;^X^_;^_J: 

([X^_A^,...X^]X^.,.,)+ {{Xr^kXr^H^,) Xr) + {[Xr,y"Xr]Xr^,,) = 
oder 

[Xr-m+i"'Xr] + i{Xr^f^Xr^f^^^)Xr)+[Xr^f^^^"'Xr] = , 

also 

und damit 

(Xy._^X^_^_J = [x^_^^^ • . • X^] . 
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Weiter ist 

+ [X^_„^, . . . X^l = 
also 

und deshalb auch 

Nun bilden wir 

(X^X^_^_, Xr^f^__^) ^ ([X^_^ • • • X^] X^_;^_^) + {{Xr^f^^^ X^_^_,) X^) 

+ ([X^-Ä-|---^r]X^-Ä-t) = 

^ [Xr^m+i ' • • ^r] + {{Xr^^^i X^_^_,) X^) 

+ [X^.^, . . . X^] = 
also ist auch 

(^r(-^r-A-i Xf._J^^^)) ^ [X^.,^^^ • • • X^] 
und damit 

[X^_J^_^ X^_^_j) = [X^_„j^4 • . • Xy] . 

So fahren wir fort. {XrXf,^f^^^ X^_f^_^) giebt 

[Xr-m-^i ••• Xr] + ((X^_;^_, ^r-Ä-s) -^r) + ([X,..;^., ••• X^] X^./^.J = 
und daraus folgt mit Benutzung der früher gefundenen Formeln 

(^rl-^r-Ä-i^r-A-s)) ^ [Xr^m+i • • • • X^.] ; 
also ist auch 

(X^_;^«j X^.^.,) = [X^_„j^.4 • • • • X^] . 

Vermittelst dieser Formeln finden wir aber aus (X^X^_;^_, X^_^_j), dass 

(X^_^.,X^_^_,) = [Xr^^+^ • • • • X^] , 
ebenso giebt (X^X^_;^_^X^„;^_^) : 

(Xr^f^_^Xr^f^^^) = [X^.^^.^ • • • • XJ , 

und damit erhalten wir der Reihe nach 

, . (X^_Ä_,X^_/j.J =[Xr^^^^ • • • • X^] 

und so fort; es gilt allgemein 

(X^_^^^ , X^_„|^J = [X^_^^| .... X^] 

<jj T = 1 ' ' • ' m — h. 

Die Formeln (25), (29) und (30) zeigen, dass die infinitesimalen Trans- 
formationen Xy.„i^| , . . . . X^ eine Untergruppe der r-gliedrigen 
Gruppe bestimmen; aus der Weise, wie wir die Transformationen 
Xf.__f,^^^ . . . . X^ gefunden haben, geht ohne Weiteres hervor, dass 
dieselben von einander unabhängig sind, dass sie also eine m-^liedrige 
Untergruppe erzeugen; es gilt somit der Satz: 
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Sats 8*). Hat für irgend ein Wertsystem e^ . , . , e^ die charak- 
teristische Gleichung m verschtoindende Wurzeln w, so gehört 

1 

einer m-gliedrigen Untergruppe an, in der die zu^k e^ XjJ^ gehörige 

charakteristische Gleichung m T>erschwindende Wurzeln besitzt. 

Eine bemerkenswerte Eigenschaft dieser Untergruppe X^^^^^ , 
. . . . X^ geht aus der Jacobischen Identität (X^X^.^i^ß^X^) hervor, 
wo a = 1 . . . . m — Ä , a = 1 . . . . r — m zu setzen ist. 
Zunächst giebt 

(X^Xy.^XJ ^ ([^r-h-¥i ' ' ' ^r]^a) + ({^r~h^a)^r) 

+ ([X, ...X,.JX,.,) = 0; 

nach (24) und (28) folgt daraus 

r—t» 

i 
Analoge Betrachtungen, wie sie oben angestellt wurden, führen zu 
dem Ergebnis, dass (X^^^^X^j) frei sein muss von X^.^^.^ , X^_^^, , 

Y . 

(X^_^X„) = [Xj . . . X^.,^] . 

Ebenso finden wir aus (X^X^_^_^X^), dass 

(X^_^_j X„) = [X^ . . . X^_^] 

und weiter durch successive Anwendung der Jacobischen Identität 

(X,._^^^ , X^) = [X^ . . . X^_^] ; Q = \ . , , m — h , 

und wenn wir dazu noch die Formel (28) hinzufugen, so ist allgemein 

(31) (X^_,„^^, XJ = [X^ ... X^_^] a=l... w, a=l... r — I»; 

es gilt sonach der Satz: 

Satz 9. Die Untergruppe X^.^^^ . . . X^ lässt die Schar der 
infinitesimalen Transformationen 

e, XJ +^c, X,/+ . . . . + e^^^Xr^^ 
invariant. 

r 

Nunmehr wollen wir voraussetzen, dass 5^ ^k ^kf ^^^^ infinite- 

1 

simale Transformation von allgemeiner Lage ist. 

Wir bilden zu einer beliebigen infinitesimalen Transformation 

m 



1) Vgl. Killing, Z. v. Gr. IL S. 7. 
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der m-gliedrigen Untergruppe die charakteristische Gleichung. Aus 
den Formeln (25), (29), (30) und (31) geht hervor, dass alle 



--mt-u, k,j = ^ ^ = 1 • 



m 



r, y= 1, 



r — m 



für k = r — w + 1 , 
und andrerseits für 

k r= 1 ' • ' r — m, j =^ r — m -\- \ , - - > r , 
mithin zerlegt sich die charakteristische Gleichung in das Produkt 



J,= 



wo 



m 



^f* ^r^m+fi^r-m+f^, i, i — ^ ' ^f" <^r- 



1 

m 



1 

m 



m-^fi^r^m-t-fi, r-wi> 4 



^!^^ ^r-m+u^r—m+fi, \, « 



1 

m 

1 

und 

m 



^^^ ^r-m+fi^r-m-i-fi, r-w, « 



1 

m 



wi+^^r-m-i-/*, 4> r-m 



^f" «r- 



m+^^r— m+^, r-m, r-m ^ 



m 



^.«.- 



1 
m 



m-^fi^r-nn-fi, r-m+4, r-m-M 



— cu 



^^^ ^r-m+fi^r-'m-¥ßi'ir,r^ 



m+4 



1 

m 



j,= 



^^Cr- 



1 

m 



nH-fjL^r-m+fi, r-wi+4, r-m+« 



^'^ «r- 



w+^^r-w+jtt, r, r-m+4 



1 

m 



^/^ ^r- 



»1+^ ^r— «1+/*, r-m+4, r 



1 



nw-/M^^r-»w+/*, r, r, 



— w 



Für 



e,. = 1 



'r-4 



= w = 



= . . . = e^_^^^ 

verschwindet der erste Faktor, ^^ , nicht; also kann man eine reelle, 
positive Grösse q so wählen , dass für alle Werte e^ . . , e^-m+i ? ^® 
den Bedingungen genügen 

I ^r — 1 l< e I ör-4 l< ?,•••■ I ^r-w+4 l< ?» c*; = , 
J^ niemals verschwindet; also muss der zweite Faktor J^ to = zur 
w-fachen Wurzel haben, und zwar bei beliebigen Werten e^ , . . . e^^f,^^^ , 
daraus folgt, dass die Gruppe X^_^^.^ , . . . X^ den Rang Null hat; 
es gilt also der Satz: 

Satz 10. Verschwinden die Coefßcienten Jpr-i (^) • • • • V^r-m-^i W 
in der charakteristischen Gleichung (4) identisch, während V^r-m (^) 
nicht identisch eerschwindetj so gehört jede infinitesimale Transformation 
von allgemeiner Lage einer m-gliedrigen Untergruppe vom Range Null an. 

Der vorstehende Beweis ist eine genauere Ausfuhrung der von 
Killing S. 7 u. 8 seiner 2. Abhandlung gegebenen Entwickelungen 
(Math. Ann. Bd. 33, 1889). 
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n. Abschnitt. 

über die Gruppen vom Range Null. 

A. AUgemeines. 

§ 4. 
Einige Bemerkungen fiter den Isomorphismns zweier Clmppen. 

Es möge gestattet sein, zunächst einen wichtigen Satz aus der 
Theorie der Transförmationsgruppen zu wiederholen, und zwar üher 
den Isomorphismus zweier Gruppen'). 

Sind X^f , . . X^f YJ^ , . . Yif m '■\- l unahhängige infinitesi- 
male Transformationen einer (w + /)-gliedrigen Gfruppe, 6?^+^, und 
erzeugen X^f . . . X^^^f eine invariante m-gliedrige Untergruppe 6r^ 
der On^ij dann bestehen Relationen von der Form 

m 

1 
(^< Yk) =2' ^iks^^ t = 1 . . . m, * = 1 • ■ /, 



(X<Xfc)=2'.a,t,Ä',/ i,k=l 



1 

m 



( Yi Yk) =2!' yiks ^sf +2' «^«r Yrf ■ 

1 1 

Die Jacobische Identität zwischen irgend drei infinitesimalen 
Transformationen Y,-, Y^, Yj liefert 



!...{ 



( y; Ffc Yj) = [X, . . . X^] + ^ {dar Srjn + hjT ^Tin + Sjir <Jrlfc;r) ^^ = , 

WO wieder die Einschliessung in eckige Klammem eine lineare, homo- 
gene Funktion der in der Klammer enthaltenen Argumente bedeuten soll. 
In dieser Identität müssen natürlich die Coefficienten der Y^ für 
sich verschwinden, die d^j^^ müssen also in den Beziehungen stehen 



(i) 



I Ausserdem erfüllen die d^j^j. noch die / Gleichungen 

^ ^ikT + ^Wr = Ö r = 1 . . . ; . 

Nach einem Fundamentalsatze in der Theorie der Transforma- 



1) N&heres siehe Lie, Transförmationsgruppen, I, Kap. 17. 

3 
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tionsgruppen erzeugen aber l unabhängige infinitesimale Transforma- 
tionen 9i • . • ^/ , welche die Relationen erfüllen 

m%) =2' ^i^r% . 

eine /-gliedrige Gruppe, und andrerseits bestimmt jedes System von 
Constanten d^j^^ (t\ ^, t = 1 . . . /), das den Gleichungen (1) genügt, 
die Zusammensetzung einer gewissen /-gliedrigen Gruppe; daraus er- 
kennen wir, dass, wenn wir in unsrer G^^i'. X^,,.X^fj Y^f,,*Yif 
alle Xy^ setzen, die Schar der Y/* eine /-gliedrige Gruppe be- 
stimmt, und diese Gi der Yf ist isomorph, mit der G^+/ . 

Jede r-gliedrige Gruppe, welche eine y-gliedrige invariante Unter- 
gruppe enthält, liefert also eine (r — q)-gliedr%ge isomorphe Gruppe^ 
sobald wir alle Transformationen der invarianten Gq identisch Null setzen. 

Nehmen wir nun an, es sei XJ^ . . . X^^^f X^^^^f . . . X^f eine 
r-gliedrige Gruppe vom Kange Null, und in ihr sei X^f , . . X^/ 
eine invariante m-ffliedrige Untergruppe, 

Dann sind alle ^ijfcm+p = ^ ^^^ » = 1 . . . w , 
p = 1 . . . r — m ; setzen wir noch zur Abkürzung 

r 

so hat die charakteristische Gleichung für eine infinitesimale Trans- 
formation 

^m+4-^i/+ • • • • + e^X^f 
die folgende Form: 



k= 1 







Vmi 



Vm+i, 4 



9mm — ^ Vm-^im 



9>n 
V'rm 



= 



. %n+tr ' (prr— ^ 

Diese Gleichung muss lauter verschwindende Wurzeln oi haben; sie 
zerlegt sich in 2 Faktoren, von denen der zweite 



fPm+iwu-i ^^ 



9 



rm+i 



(2) 

die charakteristische Determinante der Gruppe darstellt, die wir er- 
halten, wenn wir in der gegebenen r-gliedrigen Gruppe alle Trans- 
formationen der invarianten m-gliedrigen Untergruppe X^f . . , ^mf 
identisch Null setzen; diese Gruppe ist nach dem Vorhergehenden 
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eine (r — /w)-gUedrige isomorphe Gruppe; da nun die charakteristische 
Gleichung der G^ keine von Null .verschiednen Wurzeln o) enthält, 
so muss auch der 2. Faktor derselben, (2), gleich Null gesetzt, lauter 
verschwindende Wurzeln lo besitzen, mit andern Worten, die charak- 
teristische Gleichung der isomorphen Gruppe X^^^^f . . . X^f enthält 
lauter verschwindende Wurzeln w, mithin hat die isomorphe Gruppe 
den Kang Null; es gilt somit der Satz: 

Satz 11. Ist eine [r — qygltedrige Gruppe mit einer r-gliedrigen 
Gruppe vom Range Null isomorph^ so hat sie selbst den Rang Null^). 

Dieser Satz ist für die Bestimmung der Zusammensetzung der 
Gruppen vom Bange Null von fundamentaler Bedeutung. 

Es wird im folgenden Paragraphen gezeigt werden, dass jede 
7--gliedrige Gruppe vom Range Null gewisse invariante Untergruppen 
enthält; dann kann man aber ohne weiteres die Zusammensetzungen 
gewisser isomorpher Gruppen bestimmen, die nach Satz 11 ebenfalls 
den Kang Null haben, und somit bietet sich in dem Satze 11 ein 
bedeutsames Hilfsmittel für die Bestimmung aller Zusammensetzungen 
der Gruppen vom Range Null dar. 

§ 5. 

Allgemeine Formel für die Zusammensetzung der Gruppen 

vom Range Nnll. 

Die Gruppen vom Range Null sind dadurch definiert, dass bei 
ihnen die charakteristische Gleichung ^ == für jedes Wertsystem 
e^ , . , e^ lauter verschwindende Wurzeln besitzt. Die Gruppen vom 
Range Null enthalten also keine 2-gliedrigen Untergruppen mit nicht 
vertauschbaren Transformationen, 

Es soll im Folgenden zunächst bewiesen werden, dass die Gruppen 
vom Range Null zu einer besonderen, von Lie zuerst im III. Bande 
seines norwegischen Archivs S. 112 ff. betrachteten Klasse^] von 
Gruppen gehören, nämlich zu den Gruppen, bei welchen die Relationen 

r 

die besondere Form annehmen 

(3) {XiXi^k) = 2' "ii^ksXJ, »• = 1 . . • r - 1 A = 1 . . . r - 1 . 

1 

Um den Beweis hierfür durchzuführen, benutzen wir die folgen- 
den Hilfssätze: 



1) Sati von EngeL 

2) Yergl. auch Lie, Transform ationsgruppen I, S. 588 ff. 

3» 
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Hilfssatz I. Enthält eine [r -\- fn)-gUedrige Gruppe X^f , . . X^^^ 
eine r-ffliedrige Untergruppe X^f . . . X^f von der Zusammensetzung 

(^t^i+Jfc) = 2' ^ii'*-ks^sf « = 1 • • • r - 1 , A = 1 . . . r - 1 , 

1 

so enthält sie auch eine [r + i^gliedrige Untergruppe^ der die Gruppe 

X^f.,. X^f angehört 

Dieser Satz ist von Lie aufgestellt und bewiesen worden i). 

HilfBsatz n. Enthält eine Gj. vom Range Null eine G^_^ , so 
enthält sie stets auch eine invariante G^_^ . 

Beweis^). Enthält eine G^ eine nicht invariante G^_^ , so ent- 
hält sie zugleich (X)* verschiedne (r — l)-gliedrige Untergruppen, näm- 
lich diejenigen, welche innerhalb der G^ mit der betreffenden G^^^ 
gleichberechtigt sind^). Deuten wir die oo^""* infinitesimalen Trans- 
formationen der G^ als Punkte eines (r — l)-fach ausgedehnten Raumes 
J?r-i ) sö werden die cx)* [r — l)-gliedrigen Untergruppen durch eine 
Schar von oo* (r — 2) -fach ausgedehnten, ebenen Mannigfaltigkeiten 
-^r-« dargestellt. 

Die Punkte des Baumes Br^\ denken wir uns jetzt durch die 
adjungierte Gruppe der G^ transformiert. Dabei wird jede der oo* 
M^^^ in eine andere M^_^ der Schar übergeführt, der Inbegriff dieser 
c»* Mannigfaltigkeiten also durch eine Gruppe transformiert, welche 
mit der G^ isomorph ist, denn nach den Ausführungen in § 1 dieser 
Untersuchungen ist die adjungierte Gruppe einer G^ mit der ursprüng- 
lichen Gruppe isomorph ; dann hat aber die den Inbegriff der oo* 
M^_, transformierende Gruppe den Rang Null; daraus folgt aber, dass 
diese Gruppe eingliedrig ist. 

Denn eine Schar von oo* Elementen kann höchstens dreigliedrig 
transformiert werden; alle 3-gliedrigen Gruppen aber, die oo* Ele- 
mente transformieren, sind ähnlich mit der allgemeinen projektiven 
Gruppe der einfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit ; diese Gruppe ent- 
hält aber 2-gliedrige Untergruppen mit nicht vertauschbaren Trans- 
formationen, also kann sie keiner Gruppe vom Range Null ähnlich 
sein. Ferner giebt es aber auch keine, eine Schar von oo* Elementen 
transformierende 2-gliedrige Gruppe mit lauter vertauschbaren Trans- 
formationen; also muss unsre fragliche Gruppe eingliedrig sein. 

Darnach ist die G^ mit einer eingliedrigen Gruppe isomorph, 
folglich enthält sie sicher eine invariante (r — l)-gliedrige Untergruppe, 
sobald wir voraussetzen, dass sie überhaupt eine (r — l)-gliedrige 
Untergruppe enthält; damit ist Hilfssatz II bewiesen. 



1) Lie, Trfgr. I, S. 596 f. 

2) Vergl. Engel, Leipziger Berichte 1S87, S. 97. 

3) Lie, Trfgr. I, Kap. 23, § 113. 



— 37 — 

Nunmehr ist auch ohne Schwierigkeit zu erkennen, dass die 
Gruppen vom Range Null die Zusammensetzung (3) hahen. 
Dies gilt zunächst für r = 2 , wo ja im Besonderen 

{X, X,) = 

ist; eine G^ vom Kange Null enthält also oo* invariante eingliedrige 
Untergruppen. 

Ferner gilt unsre Behauptung für r = 3. Denn jede 3-gliedrige 
Gruppe enthält 2-gliedrige Untergruppen, nach Ililfssatz II also jede 
3-gliedrige Gruppe vom Range Null eine invariante 2-gliedrige Gruppe, 
deren Transformationen vertauschbar sein müssen; also besitzen auch 
die 3-gliedrigen Gruppen vom Range Null die Zusammensetzung (3). 

Können wir nun beweisen, dass unsre Behauptung auch für 
r = y + 1 gilt, sobald sie für alle r '^ q richtig ist, so gilt dieselbe 
für jedes beliebige r. 

Wir nehmen also an, wir hätten bewiesen, dass jede Gruppe vom 
Range Null mit r '^ q Parametern die Zusammensetzung (3) besitze. 

Dann geht aus Hilfssatz I hervor, dass eine Gq^^ vom Range 
Null, welche eine Ä-gliedrige Untergruppe Gf^ enthält , stets auch zu- 
gleich eine (A + l)-gliedrige Untergruppe besitzt, in welcher die G^ 
enthalten ist. Darnach ist insbesondre jede 2-gliedrige Untergruppe 
der Gg+i in einer dreigliedrigen, jede 3-gliedrige Untergruppe in einer 
4-gliedrigen enthalten und so fort; jede Gruppe, also auch eine Gg^^ 
vom Range Null, enthält aber 2-gliedrige Untergruppen, mithin ent- 
hält jede Gg^^ vom Range Null auch eine ^-gliedrige Untergruppe 
und nach Hilfssatz II sogar eine invariante ^-gliedrige Untergruppe, 
die natürlich auch den Rang Null besitzt; diese y-gliedrige Unter- 
gruppe hat nach Voraussetzung die Zusammensetzung (3), mithin hat 
auch die [q -\- l)-gliedrige Gruppe diese Zusammensetzung. 

Wir können also den Satz aussprechen: 

Satz 12. Jede r-gliedrige Gruppe vom Range Null enthält eine 
[r — \]-gliedrige invariante Untergruppe, 

Es ist somit bewiesen, dass eine r-gliedrige Gruppe vom Range 
Null die Zusammensetzung (3) hat. 

Lie hat nun ferner gezeigt, dass sich in jeder r-gliedrigen Gruppe 
von der Zusammensetzung (3j r unabhängige infinitesimale Trans- 
formationen YJ^. . . Yf,fßo wählen lassen, dass die Gruppe die Zu- 
sammensetzung erhält 

(3') {YtYi^k)=2"ii*ks'YJ. 

1 

Diese Formeln erleiden für die Gruppen vom Range Null noch eine 
Modifikation. 
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Aus (3') würde speziell folgen 

da aber eine Gruppe vom Range Null keine 2-gliedrigen Untergruppen 
mit nicht vertauschbaren Transformationen besitzt, so ergiebt sich 
notwendig, dass alle «?4ä:+h' verschwinden müssen. Daraus folgt: 

Jede Gruppe vom Range Null enthält sicher eine ausgezeichnete 
infinitesimale Transformation, d. h. eine Transformation, w^elche mit 
allen Transformationen der Gruppe vertauschbar ist; wählen wir die 
r unabhängigen infinitesimalen Transformationen der Gruppe so, dass 
die Relationen (3') bestehen, so ist Y^f ausgezeichnet. 

Y^ y, Yj ist eine dreigliedrige invariante Untergruppe der G^. vom 
Range Null; es bestehen die Relationen 

Setzen wir nun 

SO gehen die Relationen (4) über in 

(y.'y,')=o (y/y,') = o (y,'.V) =o,„(y,y,) =o„,y.'. 

Wäre also c^j, ijz , so würden Y^' Yj' eine 2 gliedrige Untergruppe 
bilden , deren Transformationen nicht vertauschbar sind ; also muss 
^«s« = sein und die 3 -gliedrige Gruppe hat die Zusammensetzung 

{y.y,) = o (y.y,) = o ( y, y,) = c„. y, . 

Ebenso werden wir finden , dass c,^, = Cj^, = sein muss. In der 
Gy bestimmen Y^ Y^ Y^ Y^ eine invariante 4-gliedrige Untergruppe, 
für welche die Relationen gelten 

(y,yfc) = A=l,...4 (Y,Y,) = c,,,Y, 

(y, y,) = r„. y. + r,„ y, + r,„ y, ; 

wäre nun c,„ 4= , dann könnten wir wieder eine Transformation 
wählen, so dass 

( y.' y«) = '-«, ( Y, yj = ^,„ y.' , 

also muss c,^, = sein. 
Setzen wir ferner 

Y,' = aY, + ßY, + yY,, 
SO wird ' 

{Y, y,') =Y ' c„. y, , (y; yj= {ßc,,, + yc,j y, + yr,„ y, + yr„, y, 

und da 

y, = i{y,'-«y,-/t;y,), 



— SO- 
SO witd 

(y,' Y,) = (ßc,,, + yr„, - ac,J Y, + (yc,„ - /Je,.,) F, + c,„ Y,'; 
wählen >vir also a, /^, y so, dass 

/^^M4 + y^34i — «^'843 = Ö , yc,,, — /Jr,,, = , 
so würde 

werden, also muss auch r,^, = sein. 

Ebenso können wir allgemein nachweisen, dass in jeder r-glied- 
rigen Gruppe vom Range Null alle 

^tifc+ti = A=l...r-2, r^jt^,, = A=l...r — 3. 

Wäre nämlich in 

(y. Yk^.) = ^Ä-.,i 5^1 + ^«Ä+„ 1^, A = 1 . . . r- 2 
^iÄ+«i 4= ^ » dann setzen wir 

^« ^^ ^«Ä+14 -^4 "H ^1*+«« -M » 

die übrigen Relationen bleiben im Wesentlichen unverändert und es 
würde 

also muss c^k+tt = ^ sein, A = 1 . . . r — 2 . 
Ebenso könnten wir, wenn c,^^,, 4= , 

Y,'=^aY,+ßY,+yY, 
setzen und cc, ßj y so bestimmen, dass 

es muss demnach auch jedes r,;^^,, = sein. 

Wir haben jetzt für i = 2 und » = 3 bewiesen, dass 

1 

I 

um diese Formel allgemein zu beweisen, haben wir nur zu zeigen, 
dass sie für t = m + 1 gilt, sobald sie für i^m richtig ist. 
Dies ergiebt sich sofort aus der Jacobischen Identität 

(^m Mn+i ^fw+ife+J ^ (l-m " ■ ■ •^ii»-iJ ■'m+Ä+4) + (l^m+i -Mn+Ä+i) -M») 
Nach Voraussetzung ist 

also folgt, dass 

Die linke Seite dieser Identität darf also nur von Yj • • • I^»i-i ab- 
hängen, folglich darf [Y^^^ Y^^j^^^) nur Y, • • • Y^ enthalten, denn 



— 40 — 



enthielte es auch Y^^^. , so würde dieses mit YL, kombiniert einen 



Ausdruck geben, der auch Y^^^ enthielte; es ist also 

m 

1 
mithin gilt für die Gruppen vom Kange Null allgemein die Formel 

(5)(y;.y,.,,)=^sc,,^,,y,/ i=i...r-i, A = i...r-». 



§ 6. 

Die charakteristische Gleichung für die Gruppen vom Range}NuIL 

Es wird sich für das Folgende empfehlen, in der Bezeichnungs- 
weise der unabhängigen infinitesimalen Transformationen, durch welche 
wir die r-gliedrige Gruppe vom Kange Null definieren, eine Aende- 
rung eintreten zu lassen; und zwar wollen wir die r Transformationen 
Y^f ' • • Yff der Keihe nach ersetzen durch X^f • • • X^f; dann 
nehmen die Relationen (5) folgende Form an: 



(6) 



(X^ -^,+fe) =^« ^ii-k-ks ^sf 

f=l ...r — 1, k = 1 ...r — i. 
Diese Darstellung (6) der Gruppen vom Range Null werden wir allen 
weiteren Betrachtungen zu Grunde legen, also für jede r-gliedrige 
Gruppe von vornherein annehmen, dass die r unabhängigen infini- 
tesimalen Transformationen, durch welche sie bestimmt wird, so ge- 
wählt sind, dass sie die Relationen (6) erfüllen. 

Dann gelten zunächst die folgenden beiden Sätze: 

Satz 12. Jede r-gliedrige Gruppe vom Range Null enthält sicher 
eine ausgezeichnete infinitesimale Transformation X^f, 

Satz 18, Die erste derivierte Gruppe einer r-gliedrigen Gruppe 
vom Hange Null ist höchstens [r — 2)-gliedrig; ist sie gerade 
(r — 2)-gliedrig, so wird sie durch die infinitesimalen Transformationen 
X^ • • • X^f erzeugt. 

Beide Sätze ergeben sich unmittelbar aus den Relationen (6). 

Für die Gruppen vom Range Null nimmt die charakteristische 
Gleichung eine besonders einfache Gestalt an. 

Die allgemeine Form derselben war: 



7) 



» 7 



ü^e, 



tri 



^►» e^c^jf.^ 



(0 



= 
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Diese Gleichung hat für die Gruppen vom Range Null nur ver- 
schwindende Wurzeln io\ wir werden deshalb in der Folge alle w in 
in den Diagonalgliedern weglassen. 

X^f ist ausgezeichnete Transformation der Gruppe, mithin sind 
alle c,y, ^0 5 = 1 • • • r , es verschwindet also jedes GKed der letzten 
Horizontalreihe ; und da dann auch alle c^^g ^ ^j ^^ ^^ ^^ allen 
übrigen Gliedern der Determinante nur bis r — 1 zu summieren, die 
Gleichung (7) nimmt also zunächst folgende Gestalt an: 

r— 1 r—l r— 1 



(8) 



r— 1 



r-1 



= 



1 1 1 

0-0 

Weiter folgt aus (3), da alle [X^X^^^] nur von X^./ abhängen, 
X^^^f also, wie wir uns ausdrücken können, ausgezeichnet (mod. X^ 
ist, dass alle 

also verschwinden von der (r — l). Horizontalreihe alle (r — 1) ersten 
Glieder identisch. Nun ist X^,f eine invariante Untergruppe der G^, 
setzen wir also -Y^ ^ 0, so bilden X^f • • • X^_^f eine isomorphe 
Gruppe ; es sei gestattet, im Folgenden der Kürze halber X^f ••• X^_^f 
als eine mit der G^ [mod. X^] isomorphe Gruppe zu bezeichnen. 
Dann erhalten wir die Determinante der (mod. X^] isomorphen G.^^^ 
einfach dadurch, dass wir in der charakteristischen Determinante der 
G^ die letzte Vertikal- und die letzte Horizontalreihe weglassen. In 
dieser isomorphen (r — l)-gliedrigen Gruppe ist X^^^f ausgezeichnet 
und mit den tr,y_|, sind auch alle <?r-if> = ^ \ *^so ist in jedem Glied 
der Determinante der (mod. X^ isomorphen G^^^ nur bis r — 2 zu 
summieren. 

X^^^f ist ausgezeichnet (modd. X^_^ X^), also sind 

So geht es weiter; X^^gf ist ausgezeichnet (modd. X^_g^^ • • • X^); 
mithin verschwinden in der (r — q]ien Horizontalreihe alle r — q ersten 
Glieder. X^^g^^f • • • X^f ist eine invariante Untergruppe der G^ , 
folglich ist X^f - • * X^^gf eine (modd. X^_g^^ • • • X^) isomorphe 
(r — y)-gliedrige Gruppe, und in der zu ihr gehörigen charakteristischen 
Determinante, die aus den r — q ersten Horizontal- und den r — q ersten 
Vertikalreihen der Determinante der G^ gebildet wird, ist nur bis 
r — q — 1 zu summieren. So ergiebt sich schliesslich, dass die charakte- 
ristische Determinante der 2-gliedrigen, isomorphen Gruppe Xj/, X^f, 



— 42 — 



die wir erhalten, wenn wir die infinitesimalen Transformationen der 
invarianten Untergruppe X^f • • • X^fdei G^ identisch Null setzen, die 



Form hat 



^4^144 ^4^4 4« 
^4^494 ^4^4t« 



Hier ist aber X^ ausgezeichnet, also 

^4«! ^^ ^4M ^^^ ^ » 

und da selbstverständlich auch 



^444 — ^141 — ^ 



ist, so verschwinden in dieser Determinante sämtliche Glieder und 
die charakteristische Gleichung der r-gliedrigen Gruppe erhält die 
Gestalt : 

2 3 r~l 



(9) J = 



1 

2 



1 
r-1 



^ie-ic^^, ^iCi 



tt« 



2^«< 



c 



iir 



3 



1 
r-l 











2;^e, 



t34 



2^-^f 



lar 



























r-l 

1 



^'^•^•r-ir 







= . 



Wir setzen jetzt voraus, dass in der charakteristischen Gleichung 

(9) nicht alle (r — 2)-reihigen Unterdeterminanten verschwinden sollen. 

Diese Bedingung fordert zunächst, dass für beliebige, nicht samt- 

r-l 

lieh verschwindende Werte von c^ • • • e^^^ ^*^i^ir-ir 4= ^ ^^^ fer- 

1 
ner, dass in der (r — 1)- reihigen Determinante der (mod. X^) iso- 
morphen Gy^^ nicht alle (r — 3) - reihigen Unterdeterminanten ver- 

r-2 

schwinden. Also muss auch ^^'^t^tr-tr-4=l=^ sein, und in der (r — 2)- 

1 
reihigen Determinante der (modd. X^_^ X^) isomorphen Gruppe G^_, 

dürfen nicht alle [r — 4)*reihigen Determinanten verschwinden. Dazu 

r-3 

ist aber wieder nötig, dass .^j g^r,v_,^_, 4= ist und dass in der 

1 
(r — 3) -reihigen Determinante der (modd. Xf._^X^_^X^) isomorphen 
C?r-5 nicht alle (r — 5] -reihigen Unterdeterminanten verschwinden, 

r-q 

und so fort; wir finden, dass jedes Glied ^* ^i^ir^qr^q-t-i =1= ^ sein 
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muss lind dass in der (r — q)- reihigen Determinante der (modd. 
^r-q+i ' ' ' ^r) isomorphen 6r,._^ nicht alle (r — q — 2) - reihigen 
Unterdeteiminanten verschwinden dürfen; also dürfen auch endlich 
in der 3-reihigen Determinante der (modd. Ä"^ • • • X^) isomorphen G, 
nicht alle einreihigen Unterdeterminanten verschwinden, d. h. es muss 



2 



S* ^f^fts 4= ^ ^ßin. Unsere Voraussetzung, dass in der charakteristi- 

1 

sehen Determinante der G^ nicht alle {r — 2)-reihigen Unterdetermi- 
nanten verschwinden, ist also dann und nur dann erfüllt, wenn 

2 3 r-1 

(10) 2!' ^t^.-« + Ö > 2' ^i'-in + , • • • ^i eiC^r^.r =# , 
1 1 1 

dann enthält die r-gliedrige Gruppe aber nur eine infinitesimale Trans- 
formation, die ausgezeichnet ist, eine und nur eine, die ausgezeichnet 
(mod. Xy), eine und nur eine, die ausgezeichnet (modd. X^_^X^]j ••• 
eine und nur eine, die ausgezeichnet (modd. X^^gX^^g^^ • • • X^.) 
ist u. 8. w. 

Ausserdem ist sicher, dass, sobald die Bedingungen ^10) erfüllt 
sind, unter den infinitesimalen Transformationen (X^Xj^) der Gruppe 
r — 2 unabhängig von einander sind, denn in der Matrix 



(11) 



M = 



'•.« 


'•i.« 


^1« 





'••»4 


^436 


■ 


• 


• 














^«34 


^435 



4«r 



c 



ar 







c 



ir-ir 



«sr 















^tr-41 















c 



r-sr-ir 



verschwinden dann sicher nicht alle (r — 2) -reihigen Determinanten; 
mithin gilt der folgende Satz: 

Satz 14. Wenn bei einer r-gliedrigen Gi^ppe vom Range Null 
in der charakteristischen Gleichung J = nicht alle [r — 2)-reihigen 
Unterdeterminanten identisch versc?ttcinden, so enthält die Gruppe eine 
und nur eine ausgezeichnete infinitesimale Transformation X^f, eine 
und nur eine infinitesimale Transformation X^^^fy die ausgezeichnet 
mod. Xf, eine und nur eincy X^^^, die ausgezeichnet modd. X^_^ , X^ , 
eine und nur eine, X^. ^y, die ausgezeichnet modd. Xj._^ , X^_^ , X^ , 
und so fort; X^f ist ausgezeichnet modd. X^ • • • X^; X^ w%d X^f 
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sind atisgezeichnet modd, X, • • • X^ . Die erste derivierte Gruppe 
der r-gliedrigen Gruppe ist [r — 2)-gliedrig^). 

Damit ist der Fall erledigt, dass in der charakteristischen Glei- 
chung einer r-gliedrigen Gruppe vom Range Null alle (r — 1) -reihigen, 
nicht aber alle (r — 2) -reihigen Unterdeterminanten identisch ver- 
schwinden. 

Aus den vorstehenden Überlegungen ergiebt sich sofort, unter 
welchen Umsttänden in der charakteristischen Gleichung einer r-glie- 
drigen Gruppe alle (r — 2)-reihigen Unterdeterminanten identisch Null 
sind, nicht aber alle (r — 3)-Teihigen. 

Das Verschwinden aller [r — 2) - reihigen Unterdeterminanten 
kann nämlich einmal dadurch herbeigeführt werden, dass das Glied 

r-l 

y * ^i<',y_ir = ^ wird; dann enthält die Gruppe ausser X^f noch eine 

i 

r-l 

weitere ausgezeichnete Transformation X^^^f. Ist aber ^i e^c^^^^^ =|= 0, 

1 

dann können alle (r — 2)-reihigen Unterdeterminanten dadurch Null 
werden, dass in der Determinante der (mod. X^ isomorphen G^_^ 
alle (r — 3)-reihigen Unterdeterminanten verschwinden ; dann muss 

also entweder V^ ^^c^^_,^_j = sein, d. h. in der G^_, ist ausser 

1 
X,._4 noch X^_, ausgezeichnet — und dann enthält die G^ 2 infini- 
tesimale Transformationen, die (mod. X^) ausgezeichnet sind — , oder 
es müssen in der Determinante der (modd. X^_^ X^) isomorphen 
Gruppe Gf-i ^^ (^ — 4)-Teihigen Determinanten verschwinden, was 
wiederum nur möglich ist, wenn die G^_^ 2 ausgezeichnete infinitesi- 
male Transformationen enthält, die G^ also 2 [modd. X^_^X^) ausge- 
zeichnete Transformationen, — oder wenn in der Determinante der 
imodd. Xy_^X^_^X^] isomorphen Gruppe G^_^ alle (r — 5)-reihigen 
Determinanten verschwinden, und so fort; ist insbesondre jedes GUed 

k 

S **' ^i^tÄJk+i 4= ^ ^^ 2 <^k^r — 1, so muss dann sicher 
1 

2 



•^♦^143 = ^ s®^"> ^- ^- ^^ <1®^ ^r ist ausser X^f auch noch X^ 

(und dann selbstverständlich auch X^f) ausgezeichnet modd. X^ ••• X^\ 
in diesem Falle verschwindet in der charakteristischen Gleichung der 
G^ auch jedes Glied der 3. Vertikalreihe und in der Matrix Jf (II) 
jede (r — 2) -reihige Determinante, die erste derivierte Gruppe ist also 
sicher höchstens (r — 3)-gliedrig. 



1) Bez. des letzten Teiles dieses Satzes vergl. Killing, Z. y. Gr. I, S« 288. 
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3 

Auch für y<fg,gtaj = verschwinden in der Matrix (11) alle 
1 
[r — 2)-reihigen Determinanten und die erste derivierte Gruppe ist 

daher ebenfalls höchstens (r — 3)-gliedrig. 

k 

Aus dem Verschwinden einer der Glieder ^i e,gtfcfe^4, woX;>3, 

1 
lässt sich dagegen betreffs der Zahl der Parameter in der ersten den- 

vierten Gruppe kein Schluss ziehen^ denn es brauchen dann mit 

k 

y < efC^kk-hi = ^ noch nicht alle [r — 2)-reihigen Determinanten der 
1 

Matrix (11) zu verschwinden. 

Wir sprechen unser Resultat in folgendem Satze aus: 

Satz 15 1). Verschtoinden in der charakteristischen Gleichung ^ = 



1) Dass der von Killing, Math. Ann. Bd. 31, 1888, S. 288 aufgestellte 
Satz : » . . . Verscliwinden in der Determinante | y^ | alle Unterdeterminanten vom 
Grade r — k, so enthält jede Mannigfaltigkeit von Transformationen, welche mit 
einer beliebig gewählten Transformation vertauschbar sind, eine (k — 1) dimensionale 
Mannigfaltigkeit von solchen, welche mit allen vertauschbar sind« auch bei der von 
Killing gewählten Darstellung der Or vom Range Null eine Einschränkung im 
Sinne des Satzes 15 zu erfahren hat, erhellt auch aus dem folgenden Beispiele: 

Die Gruppe 

p r zq ^x^q xq q 
hat die Zusammensetzung 

{X^X,) = X, (X,X,) = X^ (X^X^) = X, , alle übrigen (X^A-^ = . 
Die charakteristische Gleichung wird 
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= 0. 



Hier sind alle 3-reihigen Unterdeterminanten NuU, während die 2-reihigen nicht 
sämtlich verschwinden. Die Gruppe enthält eine ausgezeichnete infinitesimale 
Transformation, q, und nur diese eine, denn suchen wir eine zweite ausgezeichnete 
infinitesimale Transformation 

so giebt zunächst 

{X, Y) = X, Xs + A5 A'o = , also X,=X^ = 0. [X^ Y) = X3 A« = , also 

Ä, = 0. (X3F) == — A,X6==0, also X, = 0. {X4Y) = -'X^Xr,=^0, also 

Ai = 0. 

Also ist q in der That die einzige infinitesimale Transformation der Gruppe, 
welche mit allen anderen vertauschbar ist. Dagegen enthält die Gruppe 3 unab- 
hängige infinitesimale Transformationen A5, A3, X^, welche (mod. X«) ausge- 
zeichnet sind, und die erste derivierte Gruppe ist xq, q, also 2-gliedrig. 
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einer Gruppe vom Range Null alle (r — 2)-reihigen Unter determinanten 
identisch^ nicht aber alle Ü?iterdetermi?mnten (r — 3). Grades, se ent- 
hält die Gruppe entweder 2 unabhängige ausgezeichnete itzfinitesimale 
Transfoj'mationen^ oder 2 unabhängige iTifinitesimale Transformationen^ 
[ausser X^ und X,1, die in Bezug auf dieselben Moduln ausgezeichnet 
sind. Sind unter den Transformationen X^ • • • X^ nicht 2 in Bezug 
auf dieselben Moduln ausgezeichnete enthalten^ so ist X, ausgezeichnet 
[modd, Xg • • • X^) oder X^ ausgezeichnet (modd, X^ • • • X^); in 
diesen beiden Fällen ist die erste derivierte Gruppe höchstens {r — 3)- 
gliedrig. 

Man könnte weiter untersuchen, welche Bedeutung das Verschwin- 
den sämtlicher Unterdeterminanten (r — 3)ten, [r — 4)ten und nie- 
derer Grade für den Charakter der r-gliedrigen Gruppen hat; jedoch 
tritt dann sehr rasch eine grössere Complikation von Fällen ein, deren 
eingehende Betrachtung von geringem Interesse sein dürfte; erwähnt 
sei nur, dass das Auftreten von q unahhängigen ausgezeichneten in- 
finitesimalen Transformationen in der G^ allerdings das Verschwinden 
sämtlicher (r — j) -reihigen Determinanten von ^ nach sich zieht, 
dass aher das Umgekehrte nicht der Fall zu sein braucht. 



B. Bestimmimg aller Typen von Zusammensetzungen der Gruppen 
vom Bange Null bis zu den Oruppen mit 6 Parametern. 

Es wird im Folgenden unsere Aufgabe sein, die Zusammensetzung 
der Gruppen vom Kange Null, wie sie durch die Relationen (6) ge- 
geben ist, noch weiter zu vereinfachen und dabei sämtliche Gruppen 
vom Range Null nach gewissen Typen von Zusammensetzungen zu 
ordnen. 

Zwei verschiedene Zusammensetzungen betrachten wir dann und 
nur dann als verschiedne » Typen a von Zusammensetzungen ^ wenn es 
nicht möglich ist, durch geeignete Wahl der unabhängigen, infinitesi- 
malen Transformationen die eine in die andre überzuführen. 

Bei der Bestimmung aller Typen von Zusammensetzungen wird 
der oben aufgestellte Satz für uns leitender Gesichtspunkt sein, dass 
jede r-gliedrige Gruppe vom Range Null, welche die Zusammen- 
setzung (6) besitzt, wenigstens eine ausgezeichnete infinitesimale Trans- 
formation X^f hat, und dass wir demnach eine [r — l)-gliedrige, iso- 
morphe Gruppe vom Range Null erhalten, sobald wir in der r-glie- 
drige Gruppe A'^ ^ setzen. 
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Daraus folgt, dass wir umgekehrt alle Typen von Zusammen- 
setzungen der G^f. vom Range Null leicht finden können, wenn uns 
alle Typen von Zusammensetzungen der G^^^ vom Kange Null be- 
kannt sind, wir haben dann nur zu allen Relationen [X^ X^ der G^_^ ein 
Glied von der Form a^^^X^ hinzuzufügen und die a,j^. so zu bestimmen, 
dass für alle X^ • • • X^ die Jacobische Identität {X^Xj-XA ^ er- 
füllt ist. 

Abweichend vom bislf^rigen Gebrauche werden wir im Folgenden 
die r -{- 1 unabhängigen infinitesimalen Transformationen , welche 
eine (r -}- l)-gliedrige Gruppe vom Range Null bestimmen, nach dem 
Beispiele von Killing m\t X^f, X^f, • • • X^y bezeichnen ; es sollen 
also für alle folgenden Untersuchungen die Relationen (12) gelten: 



T 



(i2) ^ ik+i 

f = 0, l--«r — 1 k = % -\- \ y t+2, •••r. 

§ 7. 

Die Zusammensetzang der zwei-, drei- und viergliedrigen Gruppen 

Yom Range Nall. 

Eine 2-gliedrige Gruppe X^/, X,/ vom Range Null hat der 
Bedeutung des Begriffes »Rang Null« gemäss immer die Zusammen- 
setzung 



{X,X,)=0 



Jede 3-gliedrige Gruppe X^f^ ^i/, ^'t/ vo™ Range Null hat 
nach (12) die Zusammensetzung: 

. 1 . 

Ist hier Co,,4=^) dann ersetzen wir X, durch X, , dann wird 

(X,X.) = X,. 

Demnach haben wir 2 Typen von Zusammensetzungen der 
3-gHedrigen Gruppen zu unterscheiden, je nachdem Cqh 4^ ^ ^^®' =0 ist: 



I. 



n. 



(X,X,)=X. (X,X,)=0 (X,X,) = 



(XoXJ=0 (X,X,) = (X,XJ=0 



Für I. verschwinden in der zugehörigen charakteristischen Gleichung 
nicht alle Unterdeterminanton 1. Grades, für 11. sind auch alle ein- 
reihigen Unterdeterminanten Null. 

Alle 4-gliedrigen Gruppen X^f^ ^k/i ^%f) ^zf g^^c^ ^ir 
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X^f^ entweder Typus I der G^ oder Tjrpus 11 der G^ als iso- 
morphe 3-gliedrige Gruppe , demnach sind bei der Zusammensetzung 
der G^ folgende zwei Fälle zu unterscheiden: 

1. (X,X,)=X, + aX, {X,X,) = ßX, [X,X,) = yX, (X^X,) = 

t = , ... 3 , 

2. {X,X,)=aX,, (X,X,) = ßX, {X,X,) = yX, {XiX,) = Q. 

Wii behandeln beide Fälle gemeinsam, indem wii setzen 

WO also <i, = 1 oder = zu setzen ist. 

Dann erkennen wir leicht, dass, sobald a, ß und / nicht sämtlich 
gleich Null sind, sicher immer zwei von diesen Constanten den Wert 
Null erhalten können, die dritte den Wert 1. 

Ist z. B. /^ 4= , dann setzen wir 

x; = x, + XX, + ^x, , 

dann wird 

(X. X;) = a, X, + (« + fiß) X, , (X; X,) = (y + Iß) X, , 

also ist für l = ^ u = -r 

ß ß 

{X,X,)=a,X, [X,X,) = ßX, (X,X,)=0. 

Setzen wir dann noch 

Xq = Xq X^ = qX^ Xi = q X, Xj = Xj , 
so wird 

(X^ XO = a. X,' (X.'X.') = ?/*X,' (x;x3 = o; 

für Q = — nehmen diese Relationen also die einfache Form an 

A. {X.X,) = a,X. (X,X,) = X, {X,X,) = 0. 

Ist /5^ = und y 4= ^ ? dann setzen wir XJ = X^ + A, X^ , dann 

wird (Xo'XJ = a,X,+ (a — A.yjX, (X«' XJ = , also wird £ur X, = — 
(Xo XJ = a,X, (Xo X,) = (X^ X,) = y X, ; setzen wir hier noch 
X,'=— X, , X; = X, , Xi = — X,, Xg' = X, , so erhalten wir 

die Form 

B. {XoXJ = a.X, (X.X.)=0 (X,X,) = X, . 

Sind endlich ß = und y = , dann setzen wir X,' = 055X4 + 0X3 
und erhalten, wenn a, oder a 4= , 

C. (X, XJ = X, (Xo X.) = (X, X J = . 

Weiter aber ist evident, dass die Fälle A. und B. für a, = so- 
fort auf C. zurückzuführen sind, wenn X, mit X^ vertauscht, be- 
ziehentlich X^ durch Xq , X, durch X, , X, durch Xg ersetzt wird, 
und dass B. cr^ = \ identisch ist mit A. a, = 1 , sobald wir setzen 



{X, X.) - X, 


(X. X,) - X, 


(X,X,) (X<X,) 




(X. X.) - X, 


(X,X,)-0 


(X,X,)-0 (X..X,)-0 


' 


(X. X,) 


(X,X.) = 


(X,X,)-0 (X..X,)-0 
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X,' = Xq XJ = — X^ X^ = X^ Xj = Xj , 
denn es wird dann 

(x^x.') = xi, (x;xi) = Xi, (x^x,') = o. 

Wir haben also nur 2 Fälle als wesentlich verschieden zu be- 
trachten: 1. A., für flfj = 1 ; 2. C, wozu endlich noch der Fall kommt, 
dass alle Constanten von vorn herein Null sind, die Gruppe also lauter 
vertauschbare Transformationen enthält ; mithin ergeben sich 3 Typen 
der Zusammensetzung von 4-gliedrigen Gruppen : 

I. 

IL 

III. 

Bei den Gruppen vom Typus I sind in der charakteristischen 
Gleichung nicht alle 2-reihigen Unterdeterminanten Null; die Gruppen 
enthalten eine ausgezeichnete infinitesimale Transformation, X,/; bei 
Typus II sind alle 2-reihigen, nicht aber alle einreihigen Determi- 
nanten Null, und 2 unabhängige infinitesimale Transformationen sind 
ausgezeichnet, X^/, X,/; bei III. endlich verschwinden alle ein- 
reihigen Unterdeterminanten, die Transformationen sind sämtlich mit- 
einander vertauschbar. 

§ 8. 

Einige besondere Fälle von Zasammensetznngeu. 

Bevor wir in der successiven Bestimmung aller Typen von Zu- 
sammensetzungen fortfahren, wird es sich empfehlen, zur Vermeidung 
öfterer Wiederholungen einige allgemeine Gesichtspunkte hervorzu- 
heben, die sich in gewissen besondren Fällen von Zusammensetzungen 
gewinnen lassen. 

Zunächst leuchtet ein, dass, wenn in den Relationen (12) 

irgend ein Cokk+i 4^ ^ ^^j ^^® Relation 

r 

die besondere Form erhalten kann 

(13) (X,Xfc) = X;fe^,/, 

denn wir können in diesem Falle immer 
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setzen, ohne die übrigen Relationen wesentlich zu verändern. 

Sind insbesondre alle ("okk+i ^ ^ y für A = 1 , • • • r — I , so er- 
halten wir die Relationen 

(14) (X,X.) = X, (A'. X.) = X, .... (X.X^_.) = X, .') 

Bilden wir dann die Jacobische Identität (XqXjX;^), so erhalten 
wir, da (X^X^) nach (12) nur von X^-^.,/ • • • X^f abhängt: 

(X„ X. Xi) = (X,X;t) + [Xfr^, . . . X,] + (X, Xfc^,) = , 
also 

(X^X^) = [X^.+j • • • X^] . 
Ferner giebt 

also 

(^4-^*+i) = [-^^Ä+3 • • • -^r] • 

Dann wird aber 

(XoX, X^) = (X, Xfc) + [Xä.^3 . . . X,] + [X^^3 . . . X,] = , also 

Es gilt sonach für « = 1 , 2 , 3 die Formel 

(X..Xfc) = [X,^fc ..-Xr] Ä = »• + 1 , • . • r . 

Um dieselbe allgemein zu beweisen, haben wir nur zu zeigen, 
dass sie für (X^^j X^.) gilt, sobald wir voraussetzen, dass sie £ür alle 
Werte i'^m richtig ist. 

Es sei also bewiesen, dass 

(X,. Xfc! = [X,-^.;i. • • • X^] i-^m . 
Dann bilden wir die Jacobische Identität (X^ X^ X^) : 

Nun ist nach Voraussetzung 

also auch 

mithin gilt unter Voraussetzung der Relationen (14) allgemein 

(15) (X, Xä) = [X,,jt • • • X^] . 

Eine besondere Behandlung gestattet die Bestimmung aller Typen 
von Zusammensetzungen der 6^+4 vom Range Null in dem Falle, 
dass sich die erste derivierte Gruppe einer (r + l)-gliedrigen Gruppe 
vom Range Null X^f , XJ" • ■ • X^f auf die eingliedrige Gruppe 
X^f reduziert. 

l; Vgl. Killing, Z. V. G. I. § 9. 
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Um dieseu Fall zu erledigen, seien erst einige allgemeinere Be- 
merkungen vorausgeschickt *) . 

Definieren wir ic, • • • ^n ^^z. y^ • - - y^ ^^ ^^^ homogenen Co- 
ordinaten zweier Punkte des [n — 1 )-fach ausgedehnten Raumes -R^-i » 
so ordnet eine bilineare Gleichung von der Form 

l...n 

(16) y^ Cij, [z^yj, — x^y^) = , wo alle c^ = und c^^ = — c^^ , 

jedem Punkte x^ • • • ar„ des -Rn-i ^^^^ ebene, [n — 2)-fach ausge- 
dehnte Mannigfaltigkeit -M^i-» ^^j deren laufende Coordinaten die 
y\ ' ' ' yn siiid; jeder Punkt liegt auf der ihm zugeordneten Mannig- 
faltigkeit; mit andern Worten, die Gleichung (16) stellt einen linearen 
Linien complex des [n — l)-fach ausgedehnten Raumes Rfi^^ dar. 
Voraussetzung ist noch, dass alle r,-, = und c^j. = — cj-^ , die De- 
terminante I q^ I ist also eine sog. schiefe Determinante; sie ver- 
schwindet identisch, wenn n ungerade und bildet ein vollständiges 
Quadrat, wenn n eine gerade Zahl ist. 

Nehmen wir jetzt an, dass | ^t^ | 4= , dann muss also n eine 
gerade Zahl sein, etwa n = 2m ] dann definiert die Gleichung (16) 
einen allgemeinen linearen Liniencomplex des -Rn-i 5 dieser Complex 
lässt sich durch eine projektive Transformation in jeden anderen all- 
gemeinen Liniencomplex des i2«_4 überführen, also auch in den 
Komplex 

m 

( > 7) ^i K-ym+t - Vi ^m+i) = , 

1 

wo alle q,,,+| = 1 , alle übrigen Constanten Null sind. 

Ist dagegen | c,;^ 1 = , so können wir immer ein Gleichungssystem 

n 

(18) ^i Cif,Xi = A = 1 . . . w 

1 

aufstellen, welches durch Werte von x^ - - x„ , die nicht sämtlich 
Null sind, befriedigt wird. 

Ist nun n ungerade, so brauchen mit | c^f^ \ = nicht zugleich 
sämtliche ünterdeterminanten {n — 1). Grades zu verschwinden; ist 
irgend eine derselben verschieden von Null, so reduzieren sich die 
Gleichungen (18) auf w — 1 unabhängige; jede derselben definiert eine 
[n — 2) -fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit M^^^ , und alle diese n — 1 
^n-t schneiden sich in einem Punkte xj^ des Iln^^ , dessen Coordi- 
naten die Gleichungen (18) identisch erfüllen. Diesem Punkte wird 
durch die Gleichung (16) keine bestimmte Mn_^ zugeordnet, d. h., es 



1) Die folgenden Entwicklungen verdankt der Verfasser in ihren Grundzügen 
einer Mitteilung des Herrn Prof. Engel. 

4* 
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muss sich fiir diesen Punkt die Gleichung (16) auf eine Identität 
reduzieren. 

Durch eine Coordinatentransformation können wir nun immer 
erreichen, dass dieser spezielle Punkt die Coordinaten erhält 

^i' = , • • • x^_^ = , V + . 

Führen wir in (16) neue Coordinaten ar/ • • • a:^' , Vi - - ' Vn ^^^i 
so geht diese Gleichung über in 

(16') ^^,&'(<yÄ'-Vy<') = o. 

«Je 

Diese Gleichung soll für den Punkt 

identisch erfüllt sein; setzen wir diese Werte ein, so reduziert sich 
(16') auf 

1 
dieser Ausdruck muss identisch verschwinden, also muss 

sein, Gleichung (16') hat also die Form 

l...n— 1 

(19) ^ (^iki^iVk - ^kVi) = , 

ik 

sie stellt also einen linearen Liniencomplex im i?,|_, dar. n — l ist 
eine gerade Zahl, etwa = 2m , die Determinante j c^^ \ ist also im 
Allgemeinen =j= 0, und dann kann die Gleichung (19), wie oben be- 
reits bemerkt wurde, auf die Form gebracht werden 



m 



2' i^iVm+i — y.-^m+t) =0 2w = /i — 1 . 

1 

War dagegen n eine gerade Zahl, n = 2m , so können wir aller- 
dings Gleichxing (16) auch in die Gleichung (19) überführen, da aber 
dann n — 1 ungerade ist, verschwindet auch | c^j^' \ identisch. Dann 
aber können wir unsern früheren Ausfuhrungen gemäss durch Trans- 
formation erreichen, dass alle c^_^ j^' = , k = i - - - n — 2 und dass 
die Gleichung die Form annimmt 

1...n— 2 

^ ^iki^iVk -^kyi) = ^ 

ik 

und wenn hier | c^j/ 1 + 0, da»— 2==2m gesetzt werden kann, 
diesen Liniencomplex des -B„_8 überführen in den folgenden: 



m 



^ Ky«.+i - yi^m+i^ =0 2m = M — 2. 
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Aus diesen Entwicklungen geht hervor, dass die Gleichung (16) 

l...n 
ik 

durch eine projektive Transformation immer übergeführt werden kann 
in die folgende: 

m 

1 
und zwar besitzt m, je nachdem | r,j^ j =j= oder | c^j^ \ = und je 
nachdem mit | c^i^ \ = auch alle Unterdeterminanten niedrer Grade 
verschwinden oder nicht, die folgenden Werte: 

1., n ungerade: 2m = n — 1, n — 3, n — 5, •••2, 

2., n gerade : 2m = » — 2, n — 4, n — 6, •••2, 0. 

Dieses Ergebnis lässt sich nun ohne Weiteres für unsre Zwecke 
verwerten. 

Betrachten wir nämlich allgemein eine (r -^ l)-gliedrige Gruppe 
X^/, X,y, • • • X^^^f^) vom Range Null, die die besondre Zusammen- 
setzung hat 

(X,. XJ = Ci,Xr^J , (Xi X^^,) = ; i, * = 1 • • • r . 

Dann führt die Bestimmung aller 2-gliedrigen Untergruppen, in denen 

r 

eine allgemeine Transformation V*!' X^ X^f enthalten ist, auf die Glei- 

1 
chung 

^1 1 ' •* 

also 

l...r 

(20) ^ (Xi(i^ - Xk(^i)c^ = . 

ik 

% 

Deuten wir hier A^ • • • A^ , ^^ • • • ^^ als homogene Coordinaten 
zweier Punkte des (r — l]-fach ausgedehnten Kaumes -ßr-i i ^^ stellt 
die Gleichung (20) einen linearen Liniencomplex des ^r-i ^^') ^^^ 
nach den vorhergehenden Ausfuhrungen transformiert werden kann in 



m 



1 
mit andern Worten: 



1) Der Verfasser ist hier mit Absicht von der in den vorhergehenden Para- 
graphen eingeführten Bexeichnungsweise der inf. Trfn. der (r + 1 )-gliedrigen Gruppe 
abgewichen, um die folgenden Fonneln übersichtlicher darstellen zu können. Die 
entsprechende Umformung des Endergebnisses erfordert keine Mühe. 
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Ist eine fr + l)-gliedrige Grappe X^/, X^f • • • X^^^f vom 
Range Null vorgelegt, welche die Zusammensetzung hat 

(X<Xfr) = r,.ft Xr^, , (X, X,^J = i, k=l...r, 

SO lassen sich immer r + 1 unabhängige infinitesimale Transforma- 
tionen X/y • • • X,.^./y der Gruppe so wählen, dass die Relationen 
bestehen 

(X/ X^^/) = X,.^/ , i = 1 . . . m , 

alle andern (X,X^) aber Null werden. Dabei ist 

1., wenn r eine gerade Zahl, 2m = r , sobald | c^^ | rj= ; 
=r — 2, sobald |r,-^| = , aber nicht alle (r — 2)-reihigen Unterdeter- 
minanten von I Tj/j I verschwinden ; = r — 4 , wenn \ c^^ \ = ^ 
alle (r — 2)-reihigen Unterdeterminanten = 0, aber nicht alle (r — 4]- 
reihigen verschwinden ; u. s. w., = 2 , wenn alle Unterdeterminanten 
(r — 2.) • • • 3. Grades = , nicht alle 2. Grades; = , wenn alle 
r,fe = . 

2., wenn r eine ungerade Zahl, 2m = r — 1 , wenn nicht alle 
(r — 1) -reihigen Unterdeterminanten = 0; = r — 3, wenn nicht alle 
(r — 3) -reihigen Unterdeterminanten = 0, u. s. w; = 2 , wenn nicht 
alle 2-reihigen Unterdeterminanten = ; = , wenn alle r,-^ = . 



Die Zusammensetzung der 5-gliedrigen Gruppen vom Range Null. 

Die allgemeine Form der Zusammensetzung der 5-gliedrigen 
Gruppen vom Range Null ist 

(X, XJ = a, X, + a X, (X^ X,) = a, X, + ß X, (X, X3) = y X, 

(X, X,) = d X, (X, X,} = e X, (X, X3) = L X, 

(X.XJ = t = 0, 1, 2, 3 . 

Hier ist entweder 0^ == Cg = l , entsprechend dem Typus I der G^ 

oder a, = 1 , «3 = ü , » » » II » » 

oder e/j = CT, = , » » » III » » . 

Dann folgt zunächst aus der Jacobischen Identität 

'uX,X,X^) = a,eX, = , also «,€ = ; 

^^^^ \ (X, X, X3I = a, ex, = , also a^l = . 

Behandeln vnr nun die einzelnen Fälle gesondert. 

/. , a, = Ö3 = 1 . 

Nach § 8 und Formeln (21) erhalten wir zunächst: 

(X, XJ = X. (X, X,) = X, (X. X,) = y X, (X, X,) = dx, 

(X, X,) = (X, X,) = (X.-XJ = . 
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Ist y 4= , dann fuhren wir y X^ als neues X^ ein und erreichen 

Ist d 4= , dann setzen wir 

Xo' = y 5 X, X, ' = X, X,' = yjx, x; = 6 X, x/ = (j / Jx„ 

dann wird 

(X/X/) = X, (Xq X^ ) = Xg' (Xq'Xj') = X4' (X/X,') = X^' . 

Ausserdem kann eine der Constanteu ß und 6 oder jede von beiden 
Null sein ; somit erhalten wir folgende 4 Typen : 



!(XoXi) (XoX,) (X0X3) (XjXa) (X.Xa) 


(X,X3) (XiX,) 


I. 


1 X, X3 X, X, 








A. II. 


• X2 .Yj X, 








III. 


Xa X3 X, 








IV. 


X, X3 









Für die Gruppen von der Zusammensetzung I und II sind in der 
charakteristischen Gleichung alle 4-reihigen Unterdeterminanten Null, 
nicht alle 3-reihigen, die Gruppen enthalten 1 ausgezeichnete infini- 
tesimale Transformation. 

Für die Gruppen unter III und IV sind alle 3-reihigen ünter- 
determinanten Null, nicht aber alle 2-reihigen, die Gruppen ent- 
halten 2 ausgezeichnete Transformationen. 

II. a, = 1 . «3 = 0. 

Dann ist C = 0, und wir erhalten 

(X. XJ = X, (X, X,) = /? X, (X, X,) = y X. (X, XJ = <J X, 

(X. X,) = «X, ( X. X,) = (X, XJ = . 

l. £■« «e» 5 4= 0; setzen wir X,' = rfX, , so wird- 

(XoXJ=X, (XoXJ = /?'X, (XoX3) = /X, (X,X,)=X, (X,X,) = 6'X„ 

wo /S^ = T- etc. 

Setzen wir weiter 

XJ = Xo - z^'x» x; = X, xi = X, X3' = - £'x, + x, x; = x, , 

dann erhalten obige Relationen die Form: 

(X,X,) = X, (X,X.) = (X.X,)=/'X, (X,X.)=X, (X,X,) = 0. 

Ist nun /' =}= 0, so multiplizieren wir X^, X,, X,, X^ mit /' und er- 
reichen, dass (XqXj) = X^ . 

Also haben wir für den Fall, dass d =}= 0, die beiden Typen: 



B. 



~ 


JXoX,) (XoX,) (XoX3)'(X,X,) 


(X,X3)I(X,X3) (X^XJ 


I. 


X, X, x;, 





II. 


Xj X4 






— se- 
in beiden Fällen verseh winden alle 3 -reihigen Unterdeterminanten 
in der charakteristischen Gleichung. Typus I enthält 2 Transformationen, 
die ausgezeichnet (mod. X^] sind, Typus II 2 ausgezeichnete infinite- 
simale Transformationen. 
2. d = 0. 

a. € 4= ; dann kann es immer den Wert 1 erhalten ; die Zusammen- 
setzung wird zunächst 

(X,XJ = X, (X,X,)=[iX, (X,X,)=yX, (X,X,) = (X,X3) = X,. 

Setzen wir X^ = X^ — yX^ , so wird (X^'X,) = 0; ist auch ß ^ 0, 

1 
so multiplizieren wir X^^ X, X, X^ mit - , so dass (X^ X^) = X^ wird, 

r 

dann sind sämtliche Constanten partikularisiert und die Zusammen- 
setzung wird 

(X.X,)=X, (X,X.) = X, (X.X,)=0 (X.X,) = (X.X,) = X, 

oder wenn ß = 0: 

(X.X.) = X. (X.X,) = (X.X,) = (X,X,) = (X, X,) = X, . 

b. € = 0. Ist dann /I^ 4= 0, so setzen wir 

^S = ^ ^« + ^3 ^A ^^ ß -^4 

und erhalten 

(Xo xj = X, (Xo xj = x; (X, Xi) = (X, X,) = (X, X,) = 0. 

Ist dagegen ß = 0, so fähren wir, falls y ^ Oy y X^ als X^ ein, dann 
wird 

(X. XJ = X, (X. X,) = (X. X,) = X, (X, X,) = (X, X,) = ; 

dieser Typus wird jedoch identisch mit dem 2. unter 2*, wenn wir 
setzen X; = X^' = — X, . 

Ist auch y = 0, dann bleibt nur (X^ X^) = X^; alle anderen Re- 
lationen sind Null. Somit erhalten wir bei (J = folgende Typen ; 



C. 





1 (XoX,) 1 (XoXJ ' (X0X3) (X, X5) (X, X3) 


(AjXa) 


(X.-XJ 


I. 


X, X, 


X. 








IL 


X, X, 











IIL 


X2 X4 








« 


IV. 


X2 (10 

l 












Bei I, II und III verschwinden nicht alle 2-reihigen Unterdeter- 
minanten; in I sind 2 Transformationen ausgezeichnet mod. X^, II 
und III enthalten 2 ausgezeichnete Transformationen. 

Bei IV verschwinden nicht alle 1 -reihigen Unterdeterminanten, 
3 Transformationen sind ausgezeichnet. 
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in. 0^ = 05 = 0. 

Dann haben die Relationen die Form 

(Xo XJ = Co, X^ (Xo XJ = c„ X^ (Xo X,) = Co3 X^ 
(X^ XJ = c^^ X^ (X, X3) = c,3 X4 (X, X3) = e?„ X^ 

(X,. XJ = t = , . . . 3 . 

Denken wir uns die Giuppe zunächst durch die 5 unabhängigen in- 
finitesimalen Transformationen X^f, X^ • • • X^f bestimmt, um die 
Resultate aus § 8 anwenden zu können , so ist r gerade, = 4 ; wenn 
also I c^]^ I 4= ^'> so ist 2m = 4, ;» = 2, mithin c,3 = 1, c^^ = 1. 

Ist I c^^ 1 = 0, so wird 2m = 2, m = 1, also c,, = 1. Sind end- 
lich auch alle 2-reihigen Unterdeterminanten von j c^^ | Null, so ver- 
schwinden anch alle einreihigen ; die Gruppe enthält nur vertauschbare 
Transformationen. Auf unsre gewöhnliche Bezeichnungsweise über- 
tragen giebt dies also die 3 Fälle: 



1. c,, = 1 



^13= 1 



2. c,, = 1 

3. alle c^^ = . 

Mithin haben wir die folgenden 3 Typen zu unterscheiden: 



D. 



i(XoXJ 


{Xq Xj) (Xq X3) (Xj Xj) j (Xj A3J 


[X2X3} (AtXj 


I. 


X, x^ 


1 


n. j X, 


■ ; 

1 1 





III. ö 


0000 






Bei I und II sind alle 2-reihigen Unterdeterminanten der Charakter* 
istischen Gleichung Null, bei lU auch alle einreihigen. 

I enthält 1, II enthält 3, III lauter ausgezeichnete Transformationen. 

Eine nähere Untersuchung der gefundnen Typen zeigt uns, dass 
einige derselben nicht wesentlich verschieden von einander sind. 

B. II:_ (X,X.) = X, (X.X,) = (X,X,) = (X,X,) = X. (X,X,) = 
geht über in: 

C. III: (X.XJ = X, (X,X,) = X. (X,X,) = (X.X.) = (X,X,) = , 
sobald wir setzen: 

X| = Xq Xq = X^ Xj = — Xj X3 = X3 X^ = — X^ . 

C. IV: (X,X,) = X, (X.X.) = (X.X,) = (X.X,) = X,X,) = 
ist identisch mit; 

D. II: (X,X,) = X. (X.X,) = (X,X,) = (X.X,) = (X.X,) = , 

sobald wir Xj mit X^ vertauschen. 

Ferner geht 
B. I: (X.XJ=X, (X.X,) = (X,X,)=X« (X,X,) = X« (X.X,) = 
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über in 

C. I: (X.X,) = X. (X.XJ = X, (X.X,) = (X,X.) = (X,X,) = X, 

durch die Substitution 

XI = Aq Xq = X^ X^ = — X, Xj = — Xj XI = — A"^ • 

Endlich ist es noch vorteilhaft, den Typus C. II: 

(X„X,) = X. (X,X,) = (X.X,) = X, (X.X.) = (X.X,! = 

duich die Substitution : X, = Xj Xj = X, überzuführen in : 

(X,X,) = X, (XoX,) = X, (X.X,) = (X.X,) = (X, X,) = , 

weil sich aus dieser Form sofort erkennen lässt, dass dieser Typus 
wesentlich verschieden ist von 

C. III: (X.X.) = X, (X.X,) = X, (X,X,) = (X, X,) = (X,X,) = . 

Unter Berücksichtigung dieser letzten Bemerkungen ergiebt sich 
für die Zusammensetzungen der 5-gliedrigen Gruppen vom Range Null, 
wenn wir dieselben nach der Anzahl der in ihnen enthaltenen unab- 
hängigen, ausgezeichneten infinitesimalen Transformationen einteilen, 
folgendes Schema: 
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!A'o^.! 


(AoAä) 


(A0A3) 


Xj Xj) 


(XjXJ 


1X2X3) 


(X.-X,) 

1=0,1,2,3 


1 
1 


1., 1 ausge- 

'/ A 1 f ■ li n Ai A 'P r F 


I. 
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A, 

A', 


A. 


X, 
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alle t-reih. 
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X, 

X, 








nanteii=0. 




m. 
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A, 
A4 












alle 3-reUu 
Det = 0. 
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ü 








alle 2-reih. 
Det. = 0. 


2., 2 auage- 
zeichn. Trfn., - 

X,f, X,f 
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A3 
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X» 
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VI. 
VII. 


x\ 
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A, 
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l alle 3-reUi. 
( Det. = 0. 




X, 
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:)., 3 au8ge- 
zeichn. Trfn. 
X«/. Xi.f, X4A 


vin. 


X, 




















alle 2reih. 
Det. = 0. 


3., Lauter ans - 
gezeichn.Trfn. 


IX. 





ü 

















alle l'reih. 
Det. = 0. 



;Ao A,) (AoX,) (Ao A3) (A,A,) (A, A3) (A^A,) (AjA;,) ]\ 



§ 10. 

Die Znsammensetzang der 6-gliedrigen trappen vom Rauge Null. 

Bei der Bestimmung aller Typen von Zusammensetzungen der G^ 
verfahren wir wie früher, indem wir die jedem Typus der G^ ent- 
sprechenden Typen von 6-gliedrigen Gruppen für sich bestimmen. 

Typus I. und II. der G^ fassen wir vorläufig zusammen, indem 
wir setzen (X^ X,) = aX^ , wo a = l oder = 0; dann haben die ent- 
sprechenden 6-gliedrigen Gruppen zunächst folgende Zusammensetzung: 



— 59 — 

(X„ X.) = X, {X, X,) = X, {X, X,) = X, {X,X,) = a X, 

(X. X,) = aX, + ßX, (X, X,) = y X. ( X. X,) = ö X, 

( X, X,) = e X, (X, X,) = r X, (X, X,) = .? X, . 

Aus der Jacobi'schen Identität (X, X, X,) folgt: 

(X, X, X^,) ^ {— aa + y) X, = , also y = aa ; 
feinei giebt 

(X,X,X,)=(6 + (J)X, = 0, also (J = -e 
(X„X, XJ = ex, = , r = , (XoX.XJ = i; X, = , ,? = , 
so dass die Zusammensetzung folgende Foim annimmt: 

(X,X,) = X, iX,X,) = X\ (X,X,) = X, (X,X,) = aX, 

[X,X,]=aX, + ßX, (X,X,) = aaX, {X,X,) = ÖX, 

{^,X,) = --dX, (X,X,) = (X,XJ = (X..X,) = 

t = , 1 • • • 4 . 

Es ist nunmehr weiter zu untersuchen, ob irgend welche der 
Constanten a, /:?, ö durch geeignete Wahl der 6 unabhängigen infinitesi- 
malen Transformationen X^f, X^f ^ • • • X^f der Gruppe bestimmte 
einfache Werte erhalten können. Um diese Untersuchung systematisch 
vorzunehmen, erteilen wir den beiden infinitesimalen Transformationen 
XJ^ und X^f die unendlich kleinen Zuwüchse 

:> 5 

oA'o = ^1 a^X^tit , öX^ = y* i,X,o^ 

u i 

wo die a und b beliebige Constanten bedeuten und o t eine unendlich 
kleine Grösse ist. Die Zuwüchse von X^f^ Xj^, X^f sind dann 
durch die Relationen (X'qXJ, (A^qA',), [X^X^) bestimmt, denn die 
Variation der infinitesimalen Transformationen muss so erfolgen, dass 
die von unbestimmten Constanten freien Relationen unverändert 
bleiben. Dagegen erhalten die Constanten a,ßyö gewisse Zuwüchse 
Sa, 8/^, S(5, die von den a^ und b^ mit abhängen; es ist dann zu 
untersuchen; in wie weit durch geeignete Wahl der a,- und b^ bei der 
Transformation der Wert der Constanten a^ ßj d vereinfacht werden 
kann. Es wird sich zeigen, dass wir in den weitaus meisten Fällen 
erreichen können, dass die auftretenden unbestimmten Constanten 
= 1 oder = werden. 
Setzen wir also 

5 5 

8X, =^»a,.X,.8^ 6X, =^.i,.X^8< , 

1 

dann wird 8X, = 8 (X,XJ. und da o(X,.X^-) = (o A;., XJ + (X,-, 8X^), 
so ist 
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SX, = <J(X,X,) = [(3a, + 6JX, + Ky-a,(J+(J, + a,o)a)X,]8^; 

endlich setzen wir SX'^ = ^5X58^ . Dann ergiebt sich weiter 

8(XoXJ = (a,a + a, (J + (3a, + b,)a)X, bt] 

andrerseits ist aber 

8(XoXJ = ^(aXJ = a . 0X5 + X,8a = «^5X^8^ + X^ha . 

Es muss also die Gleichung bestehen 

a^,X,8^ + X,8a = {a,a + a,ö + (3a, + b,)a)X, 
oder 

8a = [(400 + *i — ^)ö + ö«5]8^ . 

Ebenso folgt aus 8(XjXJ: 

^ß = [(«0 + 2 J, - ^J/? - 2a,a«a + 2b,d]ht 
und aus 8(X^XJ: 

8(J= [(Söj, + 2ij — e^)d]bt . 

Ausserdem ergiebt sich aus 8(X, X,) noch: b^a = 2a,a . 

Wir haben nun die beiden Fälle a = 1 und a = zu unter- 
scheiden. 

1. a = 1. Dann ist b^ = 2a,y und es wird 

8a = (60, — 65) a + a^d 

bß = (5a, - e,)ß - 2a,a + 2b^d 

Wir erkennen hieraus, dass d', falls (J =)= 0, den Wert 1 erhalten 
kann, a und ß' aber für d 4= beide Null gemacht werden können; 
ist dagegen <J = 0, und a 4= 0, so kann a' immer = 1 werden, /*?' = 0; 
ist endlich d = und a = 0, so wird /f = 1, wenn /^ 4= 0. 

2. a == 0. Dann ist 

8a = (4 a, + J, — e^)a + a^d 
lß = (a, + 2b,-e,)ß+2b,d 
od = {Za, + 2b, -e,)d . 
Hier haben wir wieder zwei Fälle zu unterscheiden: 

1. d =^= 0; dann wird d' = 1 , ß' = und a' = . 

2. d=0. Sind dann a und ß beide verschieden von Null, so 
können a' und ß' den Wert 1 erhalten; ebenso kann, wenn eine der 
beiden Constanten von Null verschieden ist, dieselbe immer = 1 ge- 
setzt werden ; dazu kommt endlich der Fall, dass a und ß von vorn 
herein Null sind. 

Es treten also insgesamt folgende Möglichkeiten auf: 
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1. a= 1 . 
a. 
b. 



4=0;=l. a = 0; ß = . 
d = 0; a)a=j=0; =1. ß = 

ß) a = 0, \) ß^O- =\ 



2) ß = . 



2. a = 0. 

a. d #: ; 

b. 6=0] 



ß = 

i^ + 0, 

ß = 0] 
ß = 0. 



dann beide = 1 
dann ß = \ 
dann a = 1 



= 1 . a = ; 

a) a 4= , 
/?) a = , 

y) « + . 

d) a = . 

Teilen wir die sich hieraus ergebenden Typen von Zusammen- 
setzungen wieder nach der Zahl der in den entsprechenden Gruppen 
auftretenden unabhängigen ausgezeichneten Transformationen ein, so 
ergiebt sich nachstehendes Schema für die den Typen I und II der 
G^ entsprechenden 6-gliedrigen Gruppen: 

l., Nach 5^ 
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A', 
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1 ansgex. Trf. 


A, 
A, 


ü 



-X, 
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! 


A's 


?(f=(3flo-f-2ft,-C3)cr 


2 ansges. 
Trfb. 


Aj A3 
A, A, 


A. 
A, 






A, 





X^, A's 









Für alle hier aufgeführten Typen gelten femer noch die Relationen 

(X,X,) = (X,XJ = (X.-XJ = , t = , l . . . 4 

Die bei den 5-gliedrigen Gruppen dem Schema beigefügten Be- 
merkungen über das Verhalten der Unterdeterminanten in den zuge- 
hörigen charakteristischen Gleichungen sind, als von geringem Werte, 
hier weggelassen worden und werden auch im Folgenden nicht ge- 
geben; dagegen erschien es zweckmässig, die bei den Variationen der 
infinitesimalen Transformationen etwa auftretenden Bedingungen 
zwischen den Variations- Parametern (z, B. bei 1. b^ = 2a^) sowie die 
Werte der Zuwüchse der unbestimmten Constanten (8 er, 6/?, hd) dem 
Schema beizufügen. 
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Die Bestimmung aller weiteren Typen von Zusammensetzungen 
geschieht durch wesentlich gleiche Operationen; es wird daher genügen, 
die Rechnungen für diesen einen, vorstehenden Fall in allen Einzel- 
heiten durchgeführt und erläutert zu haben; wir beschränken uns im 
Folgenden auf die schematische Darstellung der Substitutionen, der 
daraus entspringenden Werte für die Zuwüchse der unbestimmten Con- 
stanten und der etwaigen Relationen zwischen den Parametern der 
Variationen, um schliesslich die Typen in einem Schema zusammenzu- 
fassen. 

Die dem Typus III der G^ entsprechenden 6-gliedrigen Gruppen 
haben zunächst die folgende Zusammensetzung: 

(.Y.XJ = X. (X,X.) = X, (X.X,) = aX, {X,X,]=ßX, 

(X,X,) = yX, (X,X,) = X, + (JX, (X,X,) = £X, = 

(X,X,) = »; X. = ßX, (X,XJ = ^X. = 

(X,X,) = xX. = 0. 

Der Werte x = ^ = fi = r^ = ß folgen aus der Jacobischen 
Identität (X,.Y^.Xj) = 0. 
Wir setzen nun 

4 4 

X, =^i a^X^ht 6 X, =^i hi X, 5 1 

1 

8X3 = (C3 X3 + c, XJo^ 8X5 = e^X^ht , 
dann folgt 

8 X, =8 (X.X.] =[(a„+JJX,+(i,-o,) X,+{b,a+bJ-a,y-a, S) X,] U, 
8 X, = 8 (X, X,) = [(2a, + J.) X, + (a,y - aj + (b, - a,) ß) X,] 8^ 
femer 

8(XoX3] = [a,X, + {a,a + a,6 + aj+c,a + cJ)X,] U . 

Andrerseits ist 

^{X,X,) = {ae,ot+ha)X,, 
es muss also sein 

a, X, -h ((«0 + c^)a+ (a^ + c^)ß + a, S) X^ = [a c^ + 8 a) X^ ; 

daraus folgt 

aj = , 8a = («0 + Tj -- öjof + (ö, + c,ß . 

[Der Fakto^ ht soll im Folgenden, als selbstverständlich, immer weg- 
gelassen werden.] 

Analog ünden wir 

8/? = (3a„ + Ä,-^J/t? 

8y = K + 2Ä, -6jy-Ä3^ 
c, = 2a, 8(J = (J, + 2ae-^,)<J-2ö3/y. 
Somit ergeben sich die folgenden Typen: 
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Nach 5'"- 
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Trfti. ^ 
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?^r=(«o+2Äi~tf,)j/-Ä3,9 


•^4 » ■'*-5 
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A,+A, 








SeT— (6i+2ao— «0) (^—203^ 




A\ 
A, 


A, 

A, 






X, x,+x, 

X, 









Dem Typus IV der G^y den wir in d<^r Form schreiben können: 

(Xo XJ = Ä\ (X, X3) = X, , alle andern (X,- X^) = , 

entspricht die Zusammensetzung 

(X,X.) = X, (X.X.) = aX. (X.X,) = /»X. (X.XJ=yX, = . 
(X,X,) = <JX, (X.X,) = «X. (X.X,) = CX, = 
(X, X,) = X« + 1? X. (X, XJ = ^ X. = 
(X,XJ = xX. = 0. 

Die Werte y = t = -9' = k = ergeben sich unmittelbar aus der Ja- 
cobiscben Identität. 



Wir setzen 



8^0 =^« «t^t 8X, =^. b^Xi 

ü 



5X, = e, X, + c,X, + r, X, 8X, = rf,X, + rf,X, + d,X, 
6 X. = 8(X.X,) = (a.+ J.) X, + [b,a+b,ß-a,d-a,e)X, 8X. = c,X, . 

Daraus folgt 

J, = *, = ß, = a, = c, + c?, = ff, + i, 

8a=(öo + c, — cJo + c,/:^ + a,ö 8/? = (2a„ + i, — c, — e,)/:/4-rfja + a,« 

8(J = (i, +c,-e,)(J+*,c + c,e 8e = (6, +(f, - e,)« + i,/? + d,<J 

8'? = K + *, — e,)»7, 
wir erhalten sonach die folgenden Typen: 
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Nach 5 IV. 
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Trfta.^ 
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cAj 
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tf,=a3=0 


-**-i "'■■5 » 
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A. 


A.+^A, 


! 

1 




A, 











X.-i-AX, 





1 





^ = i oder = ; wenn -4 = 0, dann d = 1 , « = 1 . 

Dem Typus Y dei G^ entspricht folgende Zusammensetzung: 

(X.X.) = X, (X.X.) = X, (X,X,) = aX. (X,X,)=ßX, 
(X, X,) = X«_(X, X,) = <J X.^ X. {X, XJ = eX . 

(X. X,) = {£X.) (X, XJ = (£X,) (^, ^.) = (M.) 

(X,. X,) = . 

i!^, ly und ^ müssen infolge der Jacobischen Identität Null werden, 
was oben durch {^X^) etc. angedeutet sein soll; ebenso verlangt die 

Jacobische Identität, dass d = ß wird. 
Wir setzen 

4 4 

8Xo=^.a,X, 6X, =^iÄ,X, 8X, = e,X,; 

1 

dann wird 

8X,=8(X,X,) = K + i.)X, + J,X,-a.X. + (i,a+5«/*-ö,/»-«,«)Xs 

8X,=3(X.X,)=(2a, + ij X, + a, X, + (J.er - o,/J)X. 

8X, = 8(X, XJ = (a. + 2iJ X, + (5,/? - a,e] X, , 

Für 8a, oß, he ergeben sich die Werte: 

la = (Za,+b,--'e,)a+2a,ß tß={2{a,+b^)-e^)ß+a,e h€ = {a,+U,—e^)€, 

es ergeben sich also die folgenden Typen : 
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Dem Typus VI dei G^ entspricht die folgende Zusammensetzung ; 

(X.XJ = X. (X,X,) = X, (X.X^ = «X, (X.XJ = /SX, 

{X,X,) = yX. (X,X,) = (|A^) (X,X,)=(£X^) 

(X, XJ = ? X. (X, X.) = [rjjg (X, X,) = (^Ä,) 

{Xi X.) = . 

«Das Verschwinden von (J, c, ij, d- fordert die Jacobische Identität. 
Setzen wir 

4 4 

1 

8 X^ = C3 X, + e^ X4 8 X5 = C5 Xß , 
so wird 

8 X, = 8 (X. X,) = {«, + J.) X, + b, X, + («, a + J,/^ - «, y -«, rj X, 

8 X, = 8 (X, X.) = (2 o„ + JJ X3 + {aa + *,«) X, , 
und dann ist 

8a = {3ao + i, — «3) « ^/^ = K + ^4 — ^5) i^ + «i ? + ^3« 

8y = K + 2Ä, -Oy 8^ = (5, + r, - ^J r . 

Ist hier im Besondern a = 0, ^ =j= 0, so kann ^ immer den Wert 1 
erhalten; (i kann stets = gemacht werden und y = 1, wenn es nicht 
an sich Null ist; ist dagegen auch T = und /^ =j= 0, dann wird /?= 1 ; 
ist auch y 4^ 0, so kann es gleichfalls = 1 gemacht werden; diesen 
Fällen entsprechen die folgenden Typen: 

1. (Xq XJ = X, (X^X,) = X3 (Xj Xj) = A''^ (X^ XJ = Xg 

2. (X. X.) = X. (X. X,) = X, (X. X,) = (X, XJ = X, 

3. (Xq XJ = Xj [X^ X,) = Xj (Xq X^) = X5 (Xj X^) = X- 

4. (X, X.) = X. (X.'X,) = X, (X. XJ = X, (X. X,) = ; 

alle übrigen (X,- Xi^) = 0. 
Durch die Substitution 

Xf ___ Y A"' Y Y' Y Y' Y Y' Y Y' Y 

erreichen wir, dass alle (X^XJ = (X^Xg) = werden, dass also 
X^ und X5 die ausgezeichneten Transformationen sind; diese Dar- 
stellung ist deshalb empfehlenswerter, weil sich dann leichter erkennen 
lässt, ob die einzelnen Typen wirklich wesentlich verschieden von ein- 
ander sind. Durch diese Substitution gehen die betrachteten Typen 
über in bez. 

r. (x;x.) = x, (x,xj = x, (x.xj = x, (x.x,) = x, 

2'. (X, X.) = X, (X. X,) = X, {X, X,) = (X. X,) = X. 
3'. (X, XJ = X, (X,XJ = X, (X,XJ = X, (X.XJ = X, 
4'. (X, XJ = X, (X. XJ = X, (X, XJ = X, (X, XJ = , 

alle übrigen (X,- Xj.) = 0. 



— 66 — 

Insgesamt entsprechen dem Typus VI dei G^ die folgenden 
6-gliedrigen Gruppen: 

Nach 5". 





{X. Xi) {Xß Xi) (Xo Xi) 


(X.Z4) 


1 

(Xi Xz) (Xi Xs) 


(XIX4) 


(XsX^) 


(Xs X4) 

(XiX4j 

(X* Xi) 
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x^ 


^4 








As 


As 
As 











S«=(3ao+5i— es)« 


2 ansgez. 

Trfti.. 


1 A, 


A4 




















i5o=(ao+C4— «s /* 
4-aiC+<?3« 


-X4, A5. 


x^ 


Ai 
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As 
















X, 


A4 


A5 





















li='A-hc,-e^)C 




X, 


A3 


A5 



















3 ausges. 
Trfn., 


X, 


A3 








As 
















X3, -X«« x&. 


, -Y2 


A3 


























6 



Dem Typus VII der G^ entspricht die folgende Zusammensetzung : 

(X,X,) = X, (X.X,) = X, (X.X,) = oX, {X,X,] = ßX, 

(X,X,) = yX. (X.X,) = dX, (X.XJ = eX. 

(X, X,) = .? X, = e X. iX, X,) = &X, (X, X,) = (^Ä^) 

(X,X.) = . 
Aus der Jacobischen Identität folgt x = 0, rj = e. Wir setzen 

8 X, =^. a, X,- 8 X. =2'* bi Xi 



u 



6 Xj = c, X, + f , X, + c^ X, 8 X, = c, X5 

6X,=8(X,X,) = (a,+ J,)X, + i,X, + («,a + Ä,/?-a,y-a,d-a,c)X, 
8X, = S(X,X,) = (a, + f.)X, + (a,y - a,fi - a,^+ r,o + c,/S) X,, 

dann wird 

6a = (2a, + J,— c,)a + J,/? + «,d + ö,€ 8/? = {2a, +c, -<•,)/:? + «, 6+«,* 

8y = (^ + Ci-«5)y+<^,<5+(c4- *,)«-*«'» 8<J=(a,+ 2i,-c,)<J+2V 
8« = (a, 4- J, + c, - e.) « + *,^ 8* = (a, + 2f, - cj^ . 

Bei Berücksichtigung aller hier auftretenden Möglichkeiten zeigt sich, 
dass wir nicht lauter wesentlich verschiedne Typen erhalten; der 
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Kürze halber übergehen wir diese Zwischenrechnung ; es ergeben sich 
schliesslich die folgenden Typen: 

Nach 5"'. 



1 

1 
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ÄX,) (X)X,) (a;>x,) (Xt>x,\ (x,jf,) 


\X, X3) 
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[X \ \ 
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•*-*-4 » ■^^h ' 
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3 ansgez. 
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A3 
A3 





Jfs« X|, Xh. 


















Dem Typus VIII der G^ entspricht die folgende Zusammensetzung: 

(X,X,) = X, (X,X,) = oX. (X,Äg=/SX, (X.XJ = yX. 

(x,x,) = dx, (x.x,) = £X, (x.xj = cx, 

(X,X,) = (^ä;) (X,X,) = (^) {X,XJ = xX, 

(X..X,) = . 

Das Verschwinden von 1; und ^ fordert die Jacobische Identität. 
Wir setzen 



« ü 



^B-^5 > 



BX,=r,X, + r3X3 + t-,X, 8 X, = rf, X, + e/,X3 + rf, X. ÖX, 

dann ist 

8X, = 8(XoXJ=(ao + 5JX, + (6,a + J3/?+J,y-a,(J-a3£-a,r)A^, 

und es ergiebt sich 

8a = (2flfo + 6^ — <?5) « + a^ (J 

8/^ = («0 + ^3 — O /^ + ^« + ^4/ + «1 « — Ö4 3c 
8y = K + 0^4 — ^5)/ + c?, ö + fl?3/I^ + a^ r + «3 X 

8<J = («o + 24, -e,)(J + 4o« 

8c = (*i + t?8 — ^5) « + ^««'^ + ^4 b — ^4 ^^ 

8 r = (4, + fl?, - ^,) C + rf, (J + ^3 £ + i, X 

8x = (^3 + ^4 — ^5)3« • 

5* 
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Wir bemerken, dass in unsrem Falle die Relationen unverändert 
bleiben, wenn wir X^ mit X^ oder X, mit X^ vertauschen; dement- 
sprechend sind auch die Werte 8or, 8/9 • • • 8x vollständig symmetrisch 
in Bezug auf a und d, ß und /, € und t. Daraus ergiebt sich, dass 
wir keine verschiednen Typen erhalten, wenn wir unter sonst gleichen 
Bedingungen einmal a =j= 0, d = und dann a = 0, d ={= annehmen, 
oder /^ 4= 0, y = und /? = 0, y =}= 0, oder endlich c 4= ^ £ = ö und 
£ = ^ 4= ; beachten wir dies , so bleiben noch folgende Typen als 
wesentlich verschieden: 

Nach 5^". 
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Endlich sind noch zu Typus IX der G^ die entsprechenden Zu- 
sammensetzungen von 6-gliedrigen Gruppen zu bestimmen. 

Nach § 8 erhalten wir die folgenden Fälle: 

1- ^0» = ^13 =^ 

2. c„ = 1 

3. alle Cj]f = . 



'} 



die übrigen q^ = . 



2. wird identisch mit Typus VIII des letzten Schemas, wenn wir X, 
mit Xg vertauschen, also erhalten wir nur die beiden Fälle: 



1 


X,X,i 


[Jif^jLr^ 


{x,x- 


LY,X,) 


{X,X^ 


[XyX^) 


(X,X,) (.Y,.Y,) 


[XiX,) 


2 ansgez. Trfn. , 


X, 















X, 








ü 







Lanter ansgez. ^ 
Trft». " 


















Eine genauere Yergleichung sämtlicher Typen lässt erkennen, dass 
einige derselben nicht wesentlich verschieden sind ; wir übergehen diese 
Rechnung und geben zum Schlüsse eine Übersicht aller Typen von 
Zusammensetzungen 6-gliedriger Gruppen. 
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1. Gruppen mit einer ausgezeichneten Transformation, X^. 
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2. Gruppen mit 2 ausgezeichneten Transformationen, X^f^ X^/. 
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■^oA^} 
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3. Gruppen mit 3 ausgezeichneten Transformationen AT,, X^, X^, 
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4. Gruppen mit 4 ausgezeichneten Transformationen X, • - • X^ 
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5. Gruppen mit lauter ausgezeichneten Transformationen, 



































G. Bestimmung aller Typen von Zusammensetzungen der (?^ bis G^ 
vom Bange Null, bei welchen (X^X^) = Xjt+i. 

§ 11. 
ÄUgemeiues. 7-gliedrige Gruppen vom Range Null. 

Wir beschränken uns im Folgenden auf die Bestimmung der Zu- 
sammensetzung solcher (r + l)-gliedriger Gruppen vom Range Null, 
deren (r + 1) unabhängige, infinitesimale Transformationen X^f^ X^/, 
. • • X^f so gewählt werden können, dass die Relationen bestehen 

(1) (A'o Xfc) = Xfc^. , Ä=l...r-1; (X,X^) = , 
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Nach den Ausführungen des § 8 erhalten dann die übrigen Relationen 
die Form 

(2) (X, Xfc) = [X.-^i- • . . X,] . 

Wir machen ferner die Annahme, dass die Gruppe immer eine oder 
mehrere solcher infinitesimaler Transformationen: 

r 

^0 +^* f^k ^k 
1 

enthalte, welche ausser mit X^ mit keiner zweiten, von X^ unab- 
hängigen infinitesimalen Transformation der Gruppe vertauschbar seien, 
wie wir auch die fij^ wählen mögen. Unter diesen Voraussetzungen 
werden wir beweisen, dass auch alle ^ijtfc+i = ^ ^®^^ müssen. Wäre 
nämlich zunächst 

{X^ X^^^) = c^r^^r^r > ^0 ^ir-ir + ^ » 

SO könnten wir setzen 

Xq = Äq + A Xj 

dann würde 

(XoX^_, ) = Xj. + ^^«r-ir^r 
werden, also könnte k immer so bestimmt werden, dass 

(X.'Xr.,') = , 

was wir eben ausschliessen wollen. 

Ebenso muss c^^_^^^^ = sein; wäre es verschieden von Null, so 
würde in der r-gliedrigen (mod. X^) isomorphen Gruppe X^f, ^ifj 
• ' ' Xf^^f für Xq gesetzt werden können 

X^ = Xq + ^ X^ , 
und es würde dann 

(X^'X^^j ) = X^r-/ + ^^ir-ir-i ^r-i 
werden, also fi immer so zu wählen sein, dass (X^ X^_,') = würde. 
Ebenso müssen c^,._3^_, = 0, c^^.^^.j = 0, • • • c^,, = sein, also gilt 

(3) c.jfcfc^j =0 *=l...r-l. 
Wir bilden nun die Jacobische Identität 

(X, X, X^_,) = (X, X^_,) + c,^_,^_, (X^_, XJ + (X. X^.,) = . 

Nach (3) ist c,^_^^_, = c^,._,^ = 0, nach (2) wird (X,X^_,)=Cj^_,^X^, 
es ergiebt sich also c,^_„. =: 0. 

Femer ist 
(Xq X^ X^^fc) = (X, X^^jg) + ((X^ X^_fc)Xo) + (X| ^r-fc+j) = Ö ) 

und da (X, Xj.^j^) und (X^ X^_^^J höchstens von X^„jt+« - - - X^. bez. 
^r-it+s • • • X,. abhängt, so ist 

{X,X^_j) = [X^.^^j Xf] , 

also sind auch alle c,jtit+t = 0, A==3 r — 2. Ebenso giebt 
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(Xq X, Xr^jf) = (X3 Xr-k) + [^r-A+4 • • • X^] = 
(XjX^.^) = [X,._j;.^^ . • • AV] , 

d. h., es sind alle Cj^jt+a = , es gilt somit zunächst für 1* = l, 2, 3, 
dass alle ^,jt,>^- = 0. Gesetzt nun, wir hätten für alle i '^ m be- 
wiesen, dass 

dann büden wir 

und da nach Voraussetzung (X^X^^.J = [X^^;^^, • • • X^], so ist auch 

i^m+\ ^k^ = [^m-^k+t ' ' ' ' ^r] > 
SO gilt demnach allgemein die Formel 

Es sollen also für alle folgenden Bestimmungen die Formeln (1) 
und (4) zu Grunde gelegt werden: 

(5) l (X,X;,)=[X,,;t,, ...X,] 

l (a;.x^; = . 

Unter den in § 10 dargestellten Typen von Zusammensetzungen 
6-gliedriger Gruppen gehören zu der Klasse von Gruppen, die durch 
die Relationen (5) definiert sind, 3 Typen, die wir wie folgt zusammen- 
fassen wollen: 

{A-. Xi) = X;t+. . (A\ X,) = a X, + Ä X, (X, X,) = a X, 

(X..XJ = (X,X,) = (X<X.) = ; 

WO 

l. a = A=l, 2. a = 0, *=1, 3. a = i = . 

Die allgemeine Form der diesen 3 Typen entsprechenden Zu- 
sammensetzungen von 7-gliedrigen Gruppen, welche die Relationen (5) 
erfüllen, ist demnach, wenn wir berücksichtigen, dass die Jacobische 
Identität (X'^ Xj^ Xj) ^ bestehen muss: 

:x.Xfc) = X^^, X- = 1 ... 5 (X. XJ = 

(X, X,) = aX, + AX. + «X„ (X, X,) = aX, + JX. 

(X, XJ = y X, (X, XJ = (a - y) X, , 

alle übrigen (X',X\.) sind Null. 

Um a und y. wenn möglich, näher zu bestimmen, setzen wir wieder 

8 Xq =^i Ui Xi X^ =^i' bi Xi , 

1 

dann sind alle anderen 8X^ = o(X^ ^jfc-i)» also durch SX^ und dX^ 
vollständig bestimmt; berechnen wir darnach die Zuwüchse der Con- 
stanten a und y, so ergiebt sich folgendes Schema: 
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§ 12. 
8-gliedrige Gruppen vom Range Null. 

Die Bestimmung der auf S. 74 aufgezählten Typen von Zusammen- 
setzungen geschieht auf dieselbe Weise wie bei den 7-gliedrigen Gruppen; 
es wird daher genügen, dass wir einen Fall vollständig durchfuhren. 

Die dem Typus I der G^ entsprechenden Zusammensetzungen 
8-gliedriger Gruppen haben die folgende allgemeine Form: 

(X,Xfc) = Xfc^, ^•=1...6 (X, X,) = X, + a, X, 

( X. X,) = X, + ß, X, ( X, X J = y X. + y. X, 

(X. XJ = <J, X, (X, X,) = ( l - y) X. + e, X, 

(X, X,) = IJ X, , alle anderen (X^ Xjt) = . 

Aus dei Jacobischen Identität folgt nun zunächst 

(X, X, X.) = /S, X, = , also ß, = 
{X. X, X,) = «. X, + y.X, = ; e, = - y, 

(X. X, X.) = (»; - y, + d,);x, = ; (J.=y-'? 

(X.X,X,)=(l-y — ,?)X, = 0; ij = l-y, also (J. =2y-l. 

Demnach nehmen die Relationen folgende Gestalt an: 

(X. Xu) = Xfc^, , A = 1 . . . 6 (X. X,) = X, + or.'X, (X,X,) = X. 

(X,X,)=yXe + yX,X, (X,X.)= (2y-l;, (X.X,) =(l -y) X„-y.X, 

(X,X,) = (l-y)X, . 

Es ist nun zu untersuchen, ob sich die beiden noch unbestimmt ge- 
bliebenen Constanten a^ und y^ noch spezialisieren lassen. 
Zu diesem Zwecke setzen wir wieder 
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dann ist 

8A', = 8(Ä',X,) = (a. + 4,)A', + J,X, + (i,-ß,)X, + (4,-a,)A', 

+ (*. - «4^) ^'c + (*. — Oi«4 — ö.y* - «5(2y — 1)) -X", 

8X, = 8(X,X) = (2a, + i.) X, + (a. + 6.) X, + (i, - «,) X. 

+ (*4 — «j — «j (1 — y)) -X'o+ {o, Of, + a, y, — a, + Jj)X, 
8X. = 8 (X.X,) = (3a. + J.) X, + (2a, + i,) X. + (A, - a,y)X, 

+ (4, — 2a, + a,y — a,y,) X, 
8X, = 6(X,XJ = (4a. + JJ X, + (2a, + J, + a,y)X, 

+ (4, — 2a,y+a,+a,y,)X, 
8X, = 8(X, X,) = (5a, + J,)X. + (3a. y - a, + b,]X, 
8X, = 8(X.X.) = (6a. + Ä,)X,. 

Ferner wird 

8 (X.X,) = (a. + 2Ä,) X. + \X, + (24,y - i, - a.y)X, 

+ (2J,y, - o,y, + (a,+ 25,)«,- 2i,+ 3i,y-2a,y +a,)X,; 

andrerseits wird 

8(X,X,) = 8X« + c, 8X, + X, 8a, 

=(3a,+J.)X,+ (2 a. + i,)X,+ (i, - a, y] X, 

+ (6,— 2a, + a,y — a,y,+ (6ao + i,)a, + 8a,)X, , 

wir erhalten also die Relationen 

i, = 2a„ a, =0 2i,(y— 1)=0, 
und da nach Voraussetzung y ^ 1, so ist 4, = 0; für 8a, erhalten wir 

8o, = - 3 a,o, + 3 (6, - o,)(y - l) . 

Weiter finden wir, dass 

6(X, X; = 7a.y X. + (7a.y, + J,y)X, ; 

andrerseits ist 

<J (X, XJ = y8 X. + y, 8X, + X,6y, 

= 7«.yX, + (8a.y, + i, y) X, + X,8y, , 
SO dass sich ergiebt: 

Dass wir die Relationen zwischen den Parametern 

b^ = 200 «4 = i, = 

erhalten müssen, ist klar; die Werte von SX^ und 6X4 müssen na- 
türlich so gewählt werden, dass die Relationen der (mod. X.] isomorphen 
G^ Xq/* • • Xg/* unverändert bleiben, und dazu ist eben nötig, dass 
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Aus den Werten der Zuwüchse von a^ und y^ ergeben sich nun fol- 
gende Fälle: 

Es ist y =t= 1, mithin kann or^ stets den Wert Null erhalten. Ist 
y^ 4^ 0, so kann es immer = 1 gemacht werden, wir haben also zu 
unterscheiden : 

1. a^ = y^ = \ . 2. a^ = y^ = Q . 

Analoge Rechnungen wiederholen sich nun in allen übrigen Fällen; 
die Tabelle auf Seite 74 giebt eine Übersicht der Resultate; die vor- 
letzte Spalte enthält wieder die Bedingungen, welchen die Parameter 
a,., b^ unterworfen sind, die letzte Spalte giebt die Werte der Zuwüchse 
der unbestimmten Constanten an, aus denen sich sofort die einzelnen 
Typen von Zusammensetzungen ergeben. 

§ 13. 
9-gliedrige Gruppen vom Range NnlL 

Die nachstehende Tabelle giebt die Resultate der Bestimmung 
aller Typen von Zusammensetzungen der ög an, die durch genau 
analoge Rechnungen wie oben aus den Typen der O^ abgeleitet wor- 
den sind. Selbstverständlich liesse sich die Rechnung mit einem 
Schlage erledigen, indem man alle 8-gliedrigen Gruppen durch An- 
wendung von Constanten zunächst zu einem allgemeinen Typus 
zusammenfasst, darauf bei jedem (X^Xj.) ein ^,^X^ hinzufügt, nach 
der angegebenen Methode durch Variation von X^ und X^ die Zu- 
sammensetzung zu vereinfachen sucht und im Resultate erst wieder 
die anfänglich eingeführten Constanten gemäss den einzelnen Typen 
der Gg spezialisiert; man umgeht damit den Ubelstand, eine Anzahl 
ganz ähnlicher Rechnungen nacheinander ausführen zu müssen. 
Immerhin dürfte jedoch das letztere Verfahren für die praktische Be- 
stimmung aller Typen vergleichsweise bequemer sein, weil man dabei 
allzu umfangreiche und wenig übersichtliche Formeln vermeidet. 

Wie ersichtlich nimmt die Anzahl der wesentlich verschiednen 
Typen bei grösserer Parameterzahl der Gruppen sehr rasch zu, so 
dass wir für die Gg trotz der in Formel 5 des § 11 ausgesprochnen 
wesentlichen Beschränkung bereits über 30 verschiedne Typen zählen. 
Dieser Umstand würde es wünschenswert erscheinen lassen, noch 
mehr allgemeine Gesichtspunkte zu gewinnen, welche den Nachteil, 
der in der successiven Bestimmung der Typen liegt, einigermassen 
aufheben könnten. Obwohl die nachstehende Übersicht einige be- 
merkenswerte Symmetrien in den Formeln hervortreten lässt^ ist es 
uns doch bisher nicht gelungen, dieselben zur Auffindung solcher 
allgemeiner Gesichtspunkte zu verwerten. 
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Wir geben im Folgenden noch einige Erläuterungen zu der nach- 
stehenden Tabelle. 

In den Typen I und II bestehen zwischen den Constanten rj^, 
v^ und a, die folgenden Relationen: 

r, — (y, = (i — y) »y, , i', + a, = 1 — y , ^ + */* = 2 y — 1 , / ^= 1 . 

Hieraus bestimmen sich diese Constanten folgendermassen : 

5y-3 _ 3y(l-y) „_3(y-l)» 

''*-T^r^ *'»- 3-y '^«--3"-—- 

Der Wert y = 3 ist ausgeschlossen ; setzen wir nämlich diesen 
Wert in die obigen Gleichungen ein, so kommt 

n — ^« = — 2 1;, , ^j + (7j = — 2 , j/, + i;, = 5 , 

und hieraus würde folgen 

^, = — ij, — 1 ; — ^, — l + i^^ = 5 , also 6 = 0, 

was absurd ist; mithin ist y 4= 3. 

Zu Typus III ist zu bemerken, dass, wenn y^ =|r 0, or^ = (vergl. 
Tabelle in § 12) und a, = gemacht werden können; ebenso wird 
a^ = 0, wenn zwar y^ = 0, aber y^ =|= l ist. 

Zu Typus V: «, = 0, wenn y, =}= 0. 

In Typus VIII und IX können a^ und y, unter Umständen ein- 
fache Werte erhalten. 

Ist in Typus VIII ly» 4= ^ ^^^ ^i 4= ^» dann wird y, = 0. 
In IX sind folgende Fälle zu unterscheiden: 

IX* ijj 4= 0; = 1 a, = 0; ist auch y, 4= ö? dann y, = ; 

ist y^ = 0, dann y, nicht zu spezialisieren. 
IX^ rj^ = 0. dann 1. y, 4: ; = 1 ; er, = 0. 

2. y, = 0. er , 4= ö 5 dann a^ = 0, wenn 
yi 4= 1; = 1» wenn y^ = 1. 
Zu Typus XI: Wenn rj^ 4= ^j d^^^i^ immer y^ = 0. 
Zu Typus XII: 1. ?;, 4^ 0, dann a, = y^ = . 

2. jy^ == 0; ist y, 4= 1) dann immer cr^ = 0. 
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